Zadania zebrane - Krzysztof Lapsa

Zad. 1

Dane s3 dwa wektory:

=3 +4j+5k, b=—i+k
Oblicz:

a) dtugos¢ kazdego wektora

b) ich sume

¢) illoczyn skalarny a b

d) kat zawarty miedzy wektorami,
e) iloczyn wektorowy a x b

Przed rozwigzaniem nalezy zapoznac¢ si¢ z podstawami rachunku wektorowego, ktory znajduje si¢
na poczatku materiatéw przestanych Panstwu przeze mnie.

Rozwiazanie

a) a=+3>+4>+5* =52, b=(-1)*+1> =2

b) G+b=0B=1)i +(4+0)j+(5+Dk =27 +4j +6k
o)d-b=ab +ab +ab =3-(-1)+4-0+51=2
d) a-b=ab-cosa a wiec cosazﬂ— 2

ab _5\/5\/5:

0,2

i
e)axb=|3 =4i -8 +4k .
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Zad. 2

Lotnik, ktory leci na wysokosci # w kierunku poziomym z predkos$cia Vi, puszcza tadunek, ktory
ma upas¢ na Ziemi¢ w punkcie A. Wyznacz: pod jakim katem lotnik powinien widzie¢ cel w chwili
puszczania fadunku, wartos¢ predkosci koncowej tadunku (tuz przed upadkiem na Ziemi¢) oraz kat
upadku na Ziemi¢. Przyspieszenie ziemskie jest dane - g. Wykonaj rysunek, zaznacz wektory
predkosci 1 przyspieszenia w chwili poczatkowej 1 koncowe;.

W zadaniu mamy do czynienia z rzutem poziomym (szczegdlny przypadek rzutu uko$nego)
w polu grawitacyjnym przy powierzchni Ziemi. Jezeli pominiemy sity oporu powietrza mozemy
stwierdzi¢, ze jedyng sita wystepujaca podczas spadku swobodnego tadunku jest sila grawitacji z
ktorag jest zwigzane przyspieszenie ziemskie g. Zadanie mozna by rozwigzywac analizujgc zmiang
wektora potozenia tadunku, ale znacznie prostsze jest rozpatrywanie tego ruchu rozkltadajac go na
ruch poziomy i pionowy.

W ruchu w kierunku poziomym nie ma Zzadnej sily (rzut wektora sity grawitacji na kierunek
osi x jest rowny 0) a wiec cialo w poziomie nie moze przyspieszy¢ (I zasada dynamiki Newtona).
Stad mozemy zatozy¢, ze porusza si¢ ono w poziomie ruchem jednostajnym.

W kierunku pionowym cialo bedzie poruszato si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym
(wektor przyspieszenia ziemskiego g w trakcie catego ruchu bedzie skierowany pionowo w dot).




tor lotu (parabola)

g e styczna do toru w punkcie A

hY .,

(]

Dane: 4, Vy, g
Szukane: a, Vx,

Rozwigzanie
Swiatto odbite od celu (pkt. A) dociera do oczu lotnika pod katem « (kat pod ktérym lotnik
powinien widzie¢ cel). Aby wyznaczy¢ ten kat postuzymy si¢ funkcjg trygonometryczng tangens

h
go=—.
z

Zasieg lotu z nie jest znany, ale wiemy, ze wzdtluz osi x ciato porusza si¢ ruchem jednostajnym
prostoliniowym (brak sity wzdhuz osi x) stad mozemy zapisac

z=V,-t.
t - to czas lotu wzdtuz osi x. Jak dtugo bedzie lecial tadunek wzdtuz osi x? ... az nie spadnie.
Czas spadania obliczymy przeksztalcajac wzor na droge w ruchu jednostajnie przyspieszonym

f 2h
h:%gt2 =>t= 2k a wiec z=Vy-t=Vy |—
g

ho ok J2hg J2hg

toa = — = = = o =arct
& o 20, £,
Vy |—
g

Wektor predkosci koncowej tadunku (tuz przed upadkiem na Ziemi¢) jest sumg wektora predkosci
poziomej i wektora predkosci koncowej w kierunku osi y.

—

Ve=V,+V,.



Warto$¢ wektora predkosci koncowej tadunku obliczymy postugujac si¢ twierdzeniem Pitagorasa

VE=VItV}: =V, =Vi+V?.

Predkos¢ Vy wyliczymy, korzystajac ze wzoru na predkos¢ w ruchu jednostajnie przyspieszonym
(spadek swobodny)

[2h
V,=gt=g g =,/2gh

a wiec Vi =\/V)§+VY2 =\/V;+2gh.

Kat upadku na Ziemi¢ £ to kat pomigdzy styczng do toru w punkcie A a Ziemig. Wektor predkosci
wypadkowej jest zawsze styczny do toru a wigc kat f mozemy wyliczy¢ z nastepujacej zaleznosci

V V
cosf=—% = B=arccos—=.
VK VK

I1 sposéb wyliczenia predkosci koncowej ladunku (zasada zachowania energii)

Predkos$¢ koncowa mogliby$my obliczy¢ w inny sposob korzystajac z zasady zachowania
energii mechaniczne;j.

Zaktadajac, ze w trakcie ruchu nie dochodzi do rozproszenia energii mechanicznej mozemy
stwierdzi¢ suma energii mechanicznych, poczatkowej E; 1 koncowej E> sg sobie rowne. W chwili
poczatkowej energia catkowita jest rOwna sumie energii potencjalnej 1 kinetycznej a w chwili
koncowej energii kinetyczne;j

E, :mgh+%mV; E, :%mV,f

E =E, = V,.=+V;+2gh.

Jak wida¢ uzyskalismy wiec ten sam wynik.

Zad.3

Jaka sila nalezy dziata¢ w kierunku toru na skrzyni¢ o masie m, jezeli wspoOlczynnik tarcia
kinetycznego wynosi 4, aby poruszata si¢ ona ruchem jednostajnym prostoliniowym:

a) po torze poziomym

b) po réwni pochylej w gorg, jezeli tworzy ona kat o z poziomem.

Przyspieszenie ziemskie wynosi g. Wykonaj rysunki zaznacz wektory dzialajacych sit.

Dane: m, u, o, g Szukane: F/

Rozwigzanie

Z zadania wiemy, ze cialo ma porusza¢ si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym. Z [ zasady
dynamiki Newtona wiemy, Ze taka sytuacja jest mozliwa jezeli sily dzialajace na ciato rownowaza
si¢ (ich suma wektorowa jest rowna 0).




F

—

v Fg:mg

W omawianym zadaniu beda wystepowaly cztery sity: sita grawitacji Fy, sita reakcji podtoza (sita
sprezystosci podloza) FRr, sila tarcia Fr oraz sita zewnetrzna podtrzymujaca ruch F. Sita tarcia jest
skierowana przeciwnie do ruchu ciata (stycznie do toru). Dodatkowo na rysunku zaznaczono
wektor predkosci V, aby wiadomo bylo w ktorg strong porusza si¢ skrzynia.

Jezeli mamy do czynienia z ruchem jednostajnym prostoliniowym

f?g +F,+F+F, =0

Suma wektorow sit grawitacji i1 reakcji podloza rowna si¢ zero (maja te same wartosci 1 kierunki,
ale przeciwne zwroty) F . +F » =0 a wigc

F+ FT =0.

Zapisujac powyzsze roOwnanie skalarnie musimy uwzglednié, ze sity F i F'r maja przeciwne zwroty,
co uwzglednimy dopisujac znak minus przy Fr

F-F,=0 =F=F,

Sita tarcia jest rowna iloczynowi wspolczynnika tarcia kinematycznego 1 sity nacisku

Fr =k,

W powyzszym przypadku sita nacisku jest rowna sile grawitacji (Fv = Fy) stad

F=F, = yF = umg

Warto$¢ sity dziatajacej na skrzynie wynosi /' = umg .

b)

F,




Rowniez w powyzszym przypadku, aby ciato poruszalo si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym
wypadkowa sit dziatajacych na cialo musi si¢ rownac 0.

F,+F,+F+F =0
W celu ulatwienia dalszych rachunkéw roztézmy site grawitacji na sktadowe styczng do toru Fs i
normalng do toru Fl.

Na ponizszym rysunku wida¢, ze £, ¢ = Fo+F, awiece

—

Fe+Fy+F,+F+F,=0

Sita normalna do toru to sita nacisku rowna co do wartosci sile reakcji. Sity Fiv 1 Fr maja przeciwne

zwroty a wiec ich suma jest rowna 0 (F, + F, =0) stad

—

Fo+

sl

+17“T=0,

Zapisujac powyzsze rOwnanie skalarnie po uwzglgdnieniu zwrotow wektorow otrzymamy
—F,+F-F,=0 = F=F,+F. = F=F,+1F,

Na podstawie rysunku mozemy napisac
Fo=F,sma, F,=F, cosa

F=F,sina+ pF,cosa =mg(sin &+ pcosq)

Wartos¢ sity wynosi F =mg(sin @ + p1cos )

zad. 4
Jaka minimalng predko$¢ poczatkowa nalezy nadac ciatu o masie m, aby wjechato na szczyt rowni

pochytej o dlugosci / i kacie nachylenia «, jezeli wspotczynnik tarcia kinetycznego wynosi .
Wyznacz prac¢ wykonang przez sity tarcia. Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

Dane: [, o, 1, g Szukane: Vo, Wt



W tym przypadku mamy do czynienia z prostoliniowym ruchem jednostajnie opdéznionym.
Ciato bedzie zwalnialo pod wplywem sily tarcia i na skutek dziatania sity grawitacji. Pytanie
dotyczy poczatkowej predkosci minimalnej a wigc zaktadamy, ze na szczycie rowni ciato na chwilg
zatrzyma sig.

Wykonajmy rysunek ciata w pewnej chwili na réwni. Jest on analogiczny do rysunku z
poprzedniego zadania, ale tym razem nie ma sity zewnetrznej ciggnacej (pchajacej ciato).

Wypadkowa sita dzialajgca na cialo bedzie sumg wszystkich sit

F,,=F+EF+F, =F+F,+F,+F
Sita normalna do toru to sita nacisku rowna co do wartosci sile reakcji, sity Fiy 1 Fr maja przeciwne
zwroty a wigc ich suma jest rowna 0 (13N + ﬁR =0) stad

—

F,, =F, +F,
Przechodzac na zapis skalarny mozemy zapisac

pr = F, + F (sily Fri Fs maja te same kierunki i zwroty).
Korzystajac z Il zasady dynamiki Newtona mozemy zapisaé, ze sita wypadkowa bedzie rowna
iloczynowi masy 1 przyspieszenia Fyy,, = ma. W rzeczywistosci a bgdzie opdznieniem bo zwrot

wektora a jest przeciwny do wektora predkosci V. Korzystajac z zalezno$ci trygonometrycznych
wprowadzonych w poprzednim zadaniu mozemy zapisaé

ma = Fg+ F, = F,sin a + yF, cosa = mg(sin o + picosa)



stad
a=g(sina + ucoso).
Skorzystajmy z zalezno$ci na drogg i1 predko$¢ w ruchu jednostajnie opéznionym

l:%p%mﬂ Ve=V,—at

z poczatkowych rozwazan wiemy, ze predkos¢ koncowa jest rowna zero (Vg = 0) a wiec czas ruchu
ciala na réwni obliczymy z rdwnania

O=V,—at = t=—

podstawiajgc czas ruchu ciata na réwni do wzoru na droge otrzymamy

| A N A .
[=Vi-——at"=V,———a— =— =V, =m=\/2gl(sm o+ pcosa) .

2 a 2 a 2a
Aby obliczy¢ prace wykonang przez sit¢ tarcia skorzystajmy ze wzoru na prace. W tym przypadku
podczas ruchu ciata wzdluz wektora przemieszczenia dzialala sila tarcia F, = umgcosaa wige
mozemy zapisac
W,.=F,-l=umglcosa
Odp.
Minimalna predko$¢ poczatkowa wynosita V, = \/ 2gl(sin a + pcosar) a praca wykonana przez sity

tarcia W, = umglcosc .

I1 sposéb na obliczenie Wr (zasada zachowania energii)

Do ostatniego wzoru mozemy doj§¢ rowniez korzystajac z zasady zachowania energii. W
chwili poczatkowej (na dole réwni pochylej) ciato posiadalo jedynie energi¢ kinetyczng a w chwili
koncowej energie potencjalng wynikajaca z faktu, ze cialo wzniosto si¢ na pewng wysokos$¢. W
bilansie energii musimy uwzgledni¢ roéwniez cieplo O ktore zostalo wydzielone w trakcie ruchu pod
gore.

E, :%mVoz, E,=mgh+Q=mglsn a +Q

z zasady zachowania energii £1 = E>

%mVO2 =mglsna+Q = Q=%mV02 —mglsin

. . . 1 .
Ciepto powstalo na skutek tarcia a wigc W, = Em V> —mglsin o



Sprawdzmy jeszcze czy wynik uzyskany druga metoda jest rowny wynikowi pierwszemu.
Podstawmy wigc do ostatniego wzoru otrzymany wczesniej wynik na predko$¢ poczatkowa

Vy = \/2gl(sin a+ ucosa)

1 ) 1 . .
W, = EmVO2 —mglsin a = Em2gl(sm a+ pcosa)—mglsin a = umglcosa

Jak wida¢ druga metodg otrzymali§my identyczng zalezno$¢.
Zadania do samodzielnego wyliczenia

S1. Dane sg dwa wektory:
a=3i+4], b=-2i+j+3k
Oblicz:

a) dtugos¢ kazdego wektora

b) roznice b —a

¢) iloczyn skalarny a b

d) kat zawarty miedzy wektorami,

e) iloczyn wektorowy bxa

S2. Granat wyrzucony pod katem o do poziomu eksplodowal w najwyzszym punkcie toru po czasie
t. Wyznacz predko$¢ granatu w chwili wyrzucenia? Wyznacz droge pozioma pokonang przez granat
do chwili wybuchu. Przyspieszenie ziemskie jest dane — g. Wykonaj rysunek - zaznacz trajektori¢
lotu granatu oraz wektory predkosci.

Odp. V, = 8! , s=Vt=V,cosa-t

Sm @

S3. W rzucie poziomym zasi¢g rzutu jest dwukrotnie wigkszy od wysokosci poczatkowej. Predkos¢
poczatkowa ciata wynosi Vo. Oblicz czas trwania rzutu, predkos¢ koncows ciala oraz kat upadku na
Ziemi¢. Wykonaj rysunek, zaznacz wektory predkosci i przyspieszenia w chwili poczatkowej 1
koncowej. Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

V. V.
Odp. t=-2 , V, =~/2V,, cos f =2
g Vk

S4. Cialo o masie m zsuwa si¢ bez predkosci poczatkowej po réwni pochylej nachylonej do
poziomu pod katem «. Po czasie ¢ predkos¢ ciata wynosi V. Oblicz wspdlczynnik tarcia pomigdzy
cialem 1 réwnig. Wyznacz ilo$¢ ciepta wydzielonego podczas ruchu. Wykonaj rysunek i1 zaznacz
poprawnie wektory. Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

_gsma-V/t

Odp. u , Q:mgh—%szzémV(gtsina—V)

gcosa
(proszg pamigtac, ze sita tarcia jest skierowana przeciwnie do kierunku ruchu ciata)

Zad. 1



Czlowiek z kamieniem w dloni stoi na wdézku spoczywajagcym na torach. W pewnym momencie
cztowiek wyrzuca poziomo kamien wzdtuz kierunku torow nadajgc mu predkos¢ Vi. Jaka prace
wykonat cztowiek jezeli jego masa wraz z wozkiem wynosi M a masa kamienia m?

Tre$¢ zadania jest krotka a zadanie proste do wyliczenia, ale jednak niejednokrotnie sprawia
studentom problemy. Pytanie o prace sugeruje zastosowanie wzoru W = F-s ktoéry w tym przypadku
nam si¢ nie przyda. Prac¢ wykonang przez cztowieka mozemy natomiast wyznaczy¢ obliczajac
zmiang¢ energii uktadu. Roznica energii koncowej 1 poczatkowej bedzie rowna pracy jaka wykonat
cztowiek. Innymi stowy mowiac, jezeli w pierwszej sytuacji wozek wraz z czlowiekiem i
kamieniem byl w spoczynku a potem poruszat si¢ zar6wno wozek z cztowiekiem jak i kamien to
ruch ten wziat si¢ z pracy wykonanej przez cztowieka.

Dane: M, m, Vi
Szukane: W

Rozwigzanie

2)

V.

0O O

Jak wida¢ na powyzszym rysunku wektory predkosci cztowieka i kamienia majg przeciwne zwroty,
natomiast warto$¢ predkosci kamienia jest wigksza od wartosci predkosci cztowieka. Skad takie
zatozenie? W uktadzie sity zewnetrzne rownowazg si¢ (sita grawitacji i sita reakcji podtoza) a wiec
catkowity ped ukladu jest staly. Mamy wigc tu do czynienia z zasadg zachowania pedu.
Przypomnijmy, ze ped jest wielkoscia wektorowa a wigc statos¢ dotyczy kierunku, zwrotu i
warto$ci wektora pedu.

Ped poczatkowy (sytuacja 1) jest réwny O bo uktad nie porusza si¢, natomiast wektor pedu w
sytuacji 2 bedzie rowny sumie wektoréw pedu kamienia oraz wozka z cztowiekiem

5=0.  Py=ml+ MV,
Z zasady zachowania pedu wynika, ze p, = p, a wiec
O=mV +MV, = mV, =-MV,.

Widaé wigc, ze zwroty wektorow predkosci sg przeciwne a jezelim < M to Vi > V.
PrzejdZmy na zapis skalarny (musimy w tej sytuacji uwzgledni¢ kierunki i zwroty wektorow)

(%]

p =0, p,=mV, =MV,

W powyzszym wzorze pojawit si¢ znak minus, gdyz wektory predkosci (oraz pgdu) beda miaty
przeciwne zwroty. Pordwnujac wartosci pedow obliczymy predkos¢ cztowieka wraz z wozkiem po
wyrzuceniu kamienia



y
O=mV,—-MV, =V,=""1
M

Tak jak napisatem na poczatku, praca wykonana przez cztowieka bedzie réwna réznicy energii
koncowej 1 poczatkowej. Zapiszmy wigc wzory na energi¢ w sytuacjach 1 1 2. Jezeli zalozymy, ze
poziom czlowieka i kamienia wzgledem powierzchni Ziemi nie ulegajg zmianie to w rozwazaniach
mozemy poming¢ energi¢ potencjalng uktadu (wezmiemy pod uwage jedynie energi¢ kinetyczng).
W chwili poczatkowej energia catkowita rowna si¢ zero bo nic si¢ nie porusza (energia kinetyczna
jest rowna 0). Natomiast w sytuacji 2 porusza si¢ zarowno cztowiek z wozkiem jak i kamien a wigc
sumujemy ich energie kinetyczne. Zwroccie Panstwo uwage, ze w tym przypadku sumujemy
energie bo sg to wielko$ci skalarne i w rozwazaniach energetycznych nie ma znaczenia w ktdrg
stron¢ poruszajg si¢ poszczegolne elementy uktadu.

1 1
E =0, E=—mV’+-MV,.
2 2

Prace mozemy wiec wyliczy¢ z nastepujacego wzoru

W=AE=E,-E, =lmVlz+lMV22—0:lmV12+lMV22
2 2 2 2

Podstawiajac za V> zalezno$¢ wyznaczong wczesniej z zasady zachowania pedu ostatecznie
otrzymamy zalezno$¢ na prace wykonang przez czlowieka

_ml;
2

/4

m

Zad. 2

Rozpedzony wagon kolejowy porusza si¢ po torach z predkoscig V1. Na wagonie znajduje si¢
zamocowane dziato, ktorego lufa jest skierowana pod katem o przeciwnie do kierunku ruchu (patrz
rysunek). Po chwili dziato wystrzelito pocisk o masie m nadajagc mu predkos¢ wzgledem otoczenia
V>. Jaka bedzie predkos¢ wagonu wraz z dzialem po wystrzale?

Réwniez w tym przypadku mozemy skorzysta¢ z zasady zachowania pedu jednak sytuacja jest
nieco bardziej skomplikowana. Zacznijmy od rysunku

D

Q_ M+m




Ponownie dzielimy zadanie na dwa etapy. Jak wspomnialem, mozemy wykorzysta¢ zasade
zachowania pgdu. W tym przypadku jednak sity réwnowazg si¢ jedynie dla kierunku poziomego (w
pionie odrzut wagonu nie jest mozliwy bo dziata sita reakcji podtoza). Bedziemy wiec rozpatrywac
wektory pedu (predkosci) jedynie wzdhuz osi x. Jak wida¢ na powyzszym rysunku wektor predkosci
kuli V> zostal roztozony na dwie sktadowe z ktorych interesuje nas sktadowa V5.

Zapiszmy wektorowo pedy w sytuacjach 11 2 (dla kierunku osi x).
f)l:(M+m)I7l, ]32=MI73+mI72

Przejdzmy na zapis skalarny (musimy w tej sytuacji uwzgledni¢ kierunki i zwroty wektoréw)
p=WM+m), Py =MVy—mV,_.

W powyzszym wzorze na p> pojawit si¢ znak minus, gdyz wektory predkosci (oraz pedu) beda

mialy przeciwne zwroty.

Korzystajac z zasady zachowania pedu p1 = p» oraz zaleznos$ci trygonometrycznej cosa = Vai/ V2
mozemy zapisac

X

(M +m)V, =MV, —mV, cosa
co ostatecznie daje
(M +m)V, +mV,cosa

s M

Zad. 3

Na dwoch niciach o dlugos$ci / zawieszono w tym samym punkcie dwie mate kulki z plasteliny o
masach m i mz . Kulke o masie m odchylono o pewien kat « i puszczono. Ile ciepta wydzielito si¢
podczas zderzenia jezeli byto ono catkowicie niesprezyste. Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

Dane: [, mi,mz, o, g Szukane: O

Przy rozwiazywaniu zadania istotne jest, aby podzieli¢ je na wlasciwe etapy, wykona¢ rysunki i
zapisa¢ wzory. Mamy do czynienia ze zderzeniem catkowicie niesprezystym a wigc po zderzeniu
kulki skleja si¢ a w trakcie zderzenia wydzieli si¢ ciepto, ktore nalezy uwzgledni¢ w bilansie
energetycznym. Rysunek bedzie si¢ sktadat z trzech etapow

tui pried zdergeniem 3 ) tug po zderzeniu

Na rysunku przerywana linig oznaczono poziom dla ktorego zakladamy, Ze energia potencjalna jest
réowna 0.
Zapiszmy energie 1 warto$ci pedéw w poszczeg6lnych przypadkach



1 1
E, =mgh E, = Emll/;z E; = E(m1 + mz)V22 +0
p, =0 p,=mV, ps =(m +m,)V,

1) W pierwszym etapie kulki nie poruszajg si¢ a wigc jedyng energia jest energia potencjalna kulki
0 masie m1 wzniesionej na wysokos¢ 4. Jezeli nie ma ruchu to ped jest rowny O.

2) W sytuacji tuz przed zderzeniem kulka m porusza si¢ z predkoscia Vi. W zwigzku z tym posiada
energi¢ kinetyczng E1 i ped p1.

3) Trzeci etap to sytuacja tuz po zderzeniu (kulki zderzyly sig, ale jeszcze nie wychylity). Kulki
wskutek zderzenia catkowicie niesprezystego skleily si¢ 1 poruszaja si¢ razem z predkoscia V2 (stad
energia kinetyczna i ped). W trakcie zderzenia wydzielito si¢ ciepto Q.

Korzystajac z zasady zachowania energii mozemy zapisa¢ E1 = E» = E.

Zasada zachowania pedu jest jednak spetniona tylko pomiedzy etapami 213 tzn. p, # p, = p;.
Dlaczego zasada zachowania pedu nie zostala spelniona pomigdzy etapami 11 2?

Bo podczas opadania na kulke dziatata niezrownowazona sktadowa sity grawitacji Fys (rys ponizej).
To ona spowodowata, ze kulka zaczeta przyspiesza¢ do predkosci V.

Teraz wystarczy skorzysta¢ z rysunkow i1 zapisanych powyzej zalezno$ci

cosa=¥ = h=I[(l-cosa)

E =E, :mlghzélelz =V, =/2gh =2gl(1-cos )

p,=py =S>mVi=(m+m)V, =V, =L\/2gl(1—cosa)
m, + m,

1 1 1 1
E,=E, :>5m1V12 :E(ml +m2)V22 +0 = Q:5m1V12 _E(ml +m2)V22

Predkosci V1 1 V2 zostaty juz wyliczone 1 wystarczytoby podstawic¢ je do ponizszego wzoru

1 1
0 :EmIKZ —E(m1 +m2)V22.

Zadania do samodzielnego wyliczenia



S4

Czlowiek z kamieniem stoi na wozku poruszajacym si¢ z predkoscia V. W pewnym momencie cztowiek
rzucit przeciwnie do kierunku ruchu kamien o masie m nadajac mu predkos¢ pozioma V> (wzgledem
otoczenia). Wyznacz mas¢ cztowieka wraz z wozkiem jezeli ich predkos$¢ po wyrzucie wynosi V3. Jaka prace
wykonal cztowiek przy wyrzucie? Wykonaj rysunek, zaznacz wektory predkosci.

odp. M="UF) g g :%MI/;2+%mV22—%(M+m)V]2

3_V1

SS

Kulka o masie M zostala zawieszona na niewazkiej i nierozciagliwej nici o dtugosci /. Ni¢ z kulkg odchylono
od pionu o kat £ i puszczono. W chwili, gdy ni¢ byta rownolegta do pionu w kulke trafit lecacy poziomo
pocisk o masie m. Pocisk utkwil w kulce a caty uklad (kulka + pocisk) zatrzymat sie. Znajdz ilo$¢ ciepta
wydzielonego podczas zderzenia. Wykonaj rysunki i odpowiednio oznacz wektory predkosci.

Odp. O =Mgl(1—cos B)1+ M / m)

S6

Plastelinowa kulka o masie m zostala powieszona na cienkiej i nierozciagliwej nici o dtugosci / a
nastepnie nié¢ z kulkg zostata odchylona z potozenia réwnowagi o kat 90°. Po uwolnieniu kulki
zaczeta ona opada¢ a w najnizszym punkcie toru zderzyla si¢ z druga kulka o masie m». O jaki kat
maksymalny odchyli si¢ ni¢ ze sklejonymi kulkami? Ile ciepta wydzielito si¢ podczas zderzenia?
Kulki nalezy potraktowaé jako punkty materialne. Przyspieszenie ziemskie wynosi g. Wykonaj
rysunki, zaznacz wektory predkosci.

2
Odp. cosoz:u gdzie h=1 m , Q=m1gl—(m1 m, )V,
[ m, +m, 2
Ruch po okregu
Komentarz

W zadaniach bedziemy mieli czynienia z ruchem punktu materialnego po okregu. Jak juz Panstwo
wiecie z przestanych materiatbw mozemy w tym przypadku méwi¢ o dwoch sitach zwigzanych z
tym ruchem. Sitag dosrodkowa powodujaca zakrzywienie toru ruchu oraz sita odsrodkowa (sita
bezwtadnosci) odczuwalng z punktu widzenia obserwatora znajdujgcego si¢ w ruchu po okregu.
Mozemy rozwigzywa¢ zadania z punktu widzenia obserwatora z zewnatrz (widzacego efekt
dziatania sity dosrodkowej) lub obserwatora poruszajacego si¢ po okrggu. Ja preferuje pierwszy
punkt widzenia.

Zad. 1

Na lince o dilugosci / zawieszono kulke a nastgpnie wprawiono ja w ruch tak, Zze zaczela
wykonywa¢ pionowg petle. Z jaka maksymalng predkoscia katowa moze obracac si¢ kulka, jezeli
linka moze wytrzymac site 4-krotnie wigksza od ci¢zaru kulki? Przyspieszenie ziemskie wynosi g.
Wykonaj rysunek (zaznacz poprawnie wektory predkosci 1 sit).

Dane: /, g
Szukane: @

Rozwiazanie

Zaktadamy, ze kulka porusza si¢ po okregu ze stata co do warto$ci predkoscia liniowa V, styczng do
okregu. Dzieje si¢ tak, gdyz wystepuje sita naciggu linki N, ktora wraz z silg grawitacji F, beda



stanowity site dosrodkowag Fy. Jak wida¢ na ponizszym rysunku pomimo, ze warto$¢ predkosci
bedzie caly czas taka sama (dlugo$¢ wektora czerwonego nie zmienia si¢) sita naciggu linki (wektor
zielony) jest rozna w zalezno$ci od punktu na okregu. Dzieje si¢ tak poniewaz wektor sity
grawitacji jest rdznie skierowany w stosunku do promienia okrggu. Jak wida¢ w dolnym punkcie
sita naciggu bedzie najwicksza bo linka musi "poradzi¢ sobie" z sitg grawitacji oraz zakrzywic tor
ruchu kulki (spelni¢ role sity dosrodkowej). Warto$¢ sity dosrodkowej bedzie z tego punktu
widzenia réwna sile naciggu minus sita grawitacji a wigc mozemy zapisac

F,=N,—-F,
Linka moze wytrzymac site¢ 4-krotnie wigksza od ciezaru kulki a wigc
N, = 4Fg )

Z powyzszych rownan wynika, ze

F, :4Fg—Fg :3Fg )

Skorzystajmy ze wzoru na site dosrodkowa (m - masa kulki, » - promien okregu, V' - predkos¢
liniowa, o - predkos¢ katowa)

2 2
F, :mV—:m(a)r)

=ma’r r=1 = Fd:ma)zl,

r r

A 4 Fg
Poroéwnujac otrzymane wzory na sit¢ dosrodkowa uzyskamy

3F, =mo’l =3mg=mw’l :>a):1f3—g
[

/3
Maksymalna predko$¢ katowa kulki to @ = Tg

Uwaga do rysunku
Patrzac na powyzszy rysunek i obliczenia mogliby$my powiedzie¢, ze
N,=4F,, N,=N,=3F,, N,=2F,.

Inny punkt widzenia

Zadanie mozna by obliczy¢ rozwazajac site bezwtadnosci (sit¢ odsrodkowg). Na ponizszym
rysunku widaé, ze linka musi "poradzi¢ sobie" z silg bezwladnosci (silg od$srodkowa) oraz sita
cigzkosci a wigc

N,=F, +F,



wiemy juz, ze linka moze wytrzymac sit¢ 4-krotnie wiekszg od ci¢zaru kulki czyli

N, =4F,
a wiec
4F:g =I, +F;;-

Wiemy, ze warto$ci sity dosrodkowej i od§rodkowej sg takie same a wigc korzystajac z powyzszego
wzoru oraz wczesniej wyliczonej sity dosrodkowej mozemy zapisaé

/3
4Fg:ma)zl+Fg :>4mg:ma)21+mg = w= Tg

Uzyskalismy wigc ten sam wynik patrzac nieco inaczej na t¢ sama sytuacje.

zad. 2

Mata kulka stacza si¢ po rynnie zakonczonej pionowg p¢tla o promieniu »

a) z jakiej minimalnej wysokosci kulka powinna si¢ stoczy¢, aby nie odpas¢ od petli (wykonac
peten obrét)?

b) z jakiej wysokosci kulka ta powinna si¢ stoczy¢, aby odpas¢ od petli na wysokosci /4 = %r ?

Kulke traktujemy jako punk materialny, opory sa pomijalnie mate.

Przydatne linki
https://www.youtube.com/watch?v=bCs8h8Yr4R0
https://www.youtube.com/watch?v=HV_WuRzcwuo

Rozwigzanie

a)

Zastanowmy si¢ jakie sity beda petnily role sity dosrodkowej w trzech roznych punktach toru dla
kulki ktéra stoczyta si¢ z duzej wysokosci. Jak wida¢ na ponizszym rysunku warto$¢ predkosé
liniowej kulki ¥ bedzie malata wraz z jej wznoszeniem si¢ na petli (wzrost energii potencjalnej
kosztem energii kinetycznej). Sita dosrodkowa ktora powoduje ruch po okregu jest wypadkows sit
reakcji podloza 1 sily grawitacji. W najnizszym punkcie (1) sita reakcji musi zakrzywi¢ tor ruchu 1
zroéwnowazy¢ site grawitacji. W potowie wysokos$ci sita grawitacji nie ma wptywu na ruch po
okregu bo jest prostopadta do promienia (nie ma sktadowej rownolegtej do promienia okrggu). W
najwyzszym punkcie toru role sity dosrodkowej petni zardwno sila reakcji podloza jak i sita
grawitacji (maja ten sam kierunek i zwrot tzn. do srodka okrggu).



https://www.youtube.com/watch?v=bCs8h8Yr4R0
https://www.youtube.com/watch?v=HV_WuRzcwuo

F,=R -F

F,, =R,
Fy =R +F,

Nietrudno si¢ domysle¢, ze aby kulka wykonata pelng petle musi pokonaé najwyzszy punkt
kolistego toru a wigc interesuje nas trzeci przypadek F,; =R, +F,. W zadaniu jednak jest
pytanie... z jakiej minimalnej wysokosci powinna stoczy¢ si¢ kulka, aby pokona¢ petle? Oznacza to,
ze kulka "ledwie ledwie" pokona petle a wiec w najwyzszym punkcie nie bedzie juz naciskata na
podtoze czyli sita reakcji bedzie rowna 0. Z tego ptynie wniosek, ze w najwyzszym punkcie petli
sita dosrodkowa bedzie réwna sile grawitacji.

Al 1)

2) F,=F,
| F,=F,
7?2
m-—=mg

~

Z powyzszego warunku mozemy wyliczy¢ jaka minimalng predkos¢ powinna mie¢ kulka w
najwyzszym punkcie toru, aby pokonata petle.

VZ V2
m—=mg —= —=g = V=,gr
r r

Aby wyznaczy¢ wysoko$¢ minimalng skorzystamy z zasady zachowania energii mechanicznej
(wiemy, ze opory sg pomijalnie mate). W sytuacji 1) kulka nie porusza si¢ ma wigc energie
potencjalng wzgledem najnizszego punktu petli

E\=mgH ;,

W potozeniu 2) kulka posiada energie potencjalng i kinetyczna



E,= mg}hL%mV2 =mg2r +%I’I’ZV2 .
Z zasady zachowania energii mozemy zapisaé
E =E, = mgH, =mg2r+ lsz
2
Podstawiajgc do powyzszego rownania wzor na predkos$¢ V' =4/ gr uzyskamy
1
mgH . =mg2r + Emgr.

Po elementarnych przeksztatceniach mozemy zapisa¢ wzor na wysoko$¢ minimalng

5
H. = — or
min 2g

b) Na poczatek wykonajmy rysunek. Na ponizszym rysunku uchwycono chwile w ktorej kulka
znajduje si¢ przy torze, ale juz na niego nie naciska a utamek sekundy pdzniej oderwie si¢ od niego
1 bedzie poruszata si¢ po paraboli (kontynuuje ruch jak w rzucie uko$nym).

AD

Zadanie mozemy obliczy¢ podobnie jak poprzedni podpunkt, jednak tym razem bedzie nieco
trudniej. Skoro w punkcie 2) kulka juz nie naciska na podtoze (petle) tzn. sita reakce;ji jest rowna 0.
Jedyna sifa jaka moze peni¢ rolg sity dosrodkowej w tym punkcie jest sita grawitacji. Jednak jest
ona skierowana pionowo w dot dlatego roztozymy ja na sktadowe styczng i normalng do toru. Dla
przejrzystosci rysunku powieksze wektor sity grawitacji w pordwnaniu z poprzednimi rysunkami.




Na powyzszym rysunku liniami przerywanymi z zaznaczono skladowe sity grawitacji czyli

F =F,+F.

g
Nas bedzie interesowala jedynie sktadowa normalna do toru bo to ona w tym przypadku bedzie

pehnita role sity dosrodkowej F = F o -
1

—r
. . : 1
Z rysunku widag, ze FgN = Fg sin @ oraz sin o = 2— = 2
r
d 11
sta FgN = EFg = Emg
Obliczmy jak w podpunkcie a) warto$¢ predkosci jaka bedzie miata kulka na wysokosci 4

mV—z—lm = V= lr
F o 2® V28"

Dalej postepujemy jak w podpunkcie a).

Skorzystamy z zasady zachowania energii mechanicznej. W sytuacji 1) kulka nie porusza si¢ ma
wiec energie potencjalng wzgledem najnizszego punktu petli

E=mgH

W potozeniu 2) kulka posiada energie potencjalng i kinetyczng

E,= mgh+%mV2 = mg%r + %mV2 .

Z zasady zachowania energii mozemy zapisac

1
E=E, = mgHzmg%rJrEsz.

/ 1
Podstawiajac do powyzszego rownania wzor na predkosé V = E 8" uzyskamy

3 1 1
meH =mo—r +—m— or,
g g2 5 2g

Po elementarnych przeksztalceniach mozemy zapisa¢ wzor na poszukiwang wysokos¢

7
H=—g9r.

48
Zad. 3

Na nici o dlugosci / zawieszono niewielki cigzarek o masie M. Z cigzarkiem tym zderzyl si¢
calkowicie niesprezyscie lecacy poziomo pocisk o masie m. Cigzarek wraz z wbitym pociskiem
zatoczyl okrag w plaszczyznie pionowej. Oblicz sil¢ naciggu nici w najwyzszym punkcie tego toru
jezeli predkos¢ poczatkowa pocisku wynosita V1. Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

Dane: M, m, V1, g
Szukane: N

Rozwiazanie

Na poczatek wykonajmy rysunek dzielac zadanie na trzy etapy



N
 J Fg
tuz przed zderzeniem tuz po zderzeniu
1 ,, 5 3)
o D) 0 2)
m | M 7 /,
P > @ T Ep =0
2 ]- 2
E, :lmVl? E, :%(nHM)VE‘ +Q E, :E(mhM)V;-I—(m+iw)g2!+Q
p=mh p,=(m+M)V, py=(m+ M)V,

Pod kazdym etapem zapisano energi¢ i ped.

1) W pierwszym etapie (tu przed zderzeniem) pocisk porusza si¢ a wigc posiada energi¢ kinetyczng
iped.

2) W sytuacji tuz po zderzeniu pocisk wbija si¢ w ci¢zarek (zderzenie catkowicie niesprezyste) i
zaczynajg poruszaé si¢ razem. W zwigzku z tym uklad (ci¢zarek + pocisk) posiada energi¢
kinetyczng E» i ped p» a dodatkowo wydzielito si¢ ciepto Q (zderzenie catkowicie niesprezyste).

3) Trzeci etap, uktad w najwyzszym punkcie kotowego toru. Uktad ma predkos¢ w zwigzku z tym
posiada energi¢ kinetyczng i ped. Uktad wzniost si¢ na wysokos$¢ 2/ a tym samym posiada energie
potencjalng. Caly czas mamy w uktadzie ciepto Q.

Korzystajac z zasady zachowania energii mozemy zapisa¢ E1 = E> = E3.
Zasada zachowania pedu jest jednak spetniona tylko pomiedzy etapami 112 tzn. p, = p, # p;.

Dlaczego zasada zachowania pedu nie zostala spetniona pomiedzy etapami 2 1 3?7

Bo podczas wznoszenia na kulk¢ dziatala niezrownowazona sktadowa sity grawitacji Fgs styczna do
toru. To ona spowodowatla, ze uktad zwolnit do predkosci V3.

Jak wida¢ na rysunku w najwyzszym punkcie toru sila grawitacji + sila naciagu beda pehity role
sity dosrodkowe;j

F,=F +N,
zapis skalarny jest analogiczny (kierunki i zwroty sit sg takie same) F,; = F, + N stad
2

N=F,-F, :mVT3—mg,

Zeby wyliczy¢ warto$é sity naciggu w najwyzszym punkcie toru musimy wiec wyliczyé predko$é
V.

Poréwnajmy energie E2 1 E3
%(m + M)WV} +Q:%(m + MW +(m+M)g2l+Q

po elementarnych przeksztatceniach uzyskamy



=V, —4gl .

Nie znamy predkosci V2, ale mozemy ja wyliczy¢ korzystajac z zasady zachowania pedu p, = p,

=(m+MYW, = V,=

—4gl
mV;
V,= L —4gl
o \/(m+Mj &
2
N=m7—mg

Uzyskalismy w powyzszy sposob warto$¢ sily naciggu nici w najwyzszym punkcie toru.

Zadania do samodzielnego wyliczenia

S1

Ciezaréwka o masie m jedzie po moscie ze stalg predkoscia V. Z jaka silg naciska cigzaréwka na
most przejezdzajac przez jego $rodek, jezeli:

a) most jest poziomy

b) most jest wypuktly o promieniu krzywizny R

c¢) most jest wklesty o promieniu krzywizny R

Wykonaj rysunek, zaznacz wektory sit 1 predko$ci. Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

2 2

Odp. a) F, =mg,b) F, :mg—m%, b) F), :mg+m?

S2

Na nici o dlugosci / zawieszono ci¢zarek o masie M. Z ci¢zarkiem tym zderza si¢ catkowicie
niesprezyscie lecacy poziomo pocisk o masie m. Oblicz minimalng predkos$¢ jaka musiat posiadac
pocisk jezeli cigzarek wraz z wbitym pociskiem zatoczyt okrag w plaszczyznie pionowej?
Przyspieszenie ziemskie jest dane — g. Wykonaj rysunki, zaznacz wektory predkosci w
poszczegolnych etapach ruchu.

Odp. ¥ =MF™M [541
m

Podpowiedz
Powyzsze zadanie to kompilacja zadan 2a) oraz 3.



Zasada zachowania energii i zasada zachowania momentu pedu
zad. 1
Pionowy stup o wysokosci /4 po podpilowaniu przy podstawie przewraca si¢. Znajdz predkosé

liniowa jego gérnego konca w chwili uderzenia o Ziemi¢. Dane jest przyspieszenie ziemskie - g.

Wprowadzenie

Predkos¢ liniowa a predkos¢ katowa

.
e
-
-
-

Stup zaczyna przewracac si¢. Co mozemy
powiedzie¢ o predkosciach liniowych i1 katowych
punktow 1, 2, 3 po chwili czasu?

Predkosci katowe sa takie same bo kazdy z
punktow pokonal te sama droge katowa w tym
samym czasie (punkt 1 obrocit sic wokot swojej
0si).

Predkosci liniowe sa rozne. Punkt 3 pokonat

najdiuzsza droge a punkt 1 nie przemiescil sic w I‘/' ~0
fym samym czasie. 1
I R N S Wektor predkosci katowej pokrywa si¢ z osig obrotu (zawsze), w
12 s tym przypadku jest skicrowany za kartke.
2mr 2
V= 7 , = 7 = V=or gdzie T - okres obrotu, 7 - promieni okregu

Rozwigzanie

Dane: 4, g
Szukane: @

Zadanie podzielimy na dwa etapy 1) tuz po podcieciu stupa 1 2) tuz przed upadkiem stupa na
Ziemig.

1) 2)

h < -— srodek masy

h/2

Y

(




Zaktadajac, ze w trakcie ruchu nie wystepuja opory powietrza zadanie najprosciej mozna obliczy¢
stosujac zasad¢ zachowania energii mechanicznej. Jako punkt odniesienia dla zerowej energii
potencjalnej przyjmiemy powierzchni¢ Ziemi.

1) W pierwszej sytuacji nie ma ruchu a wigc shup posiada tylko energi¢ potencjalng. Nie mozemy
jednak zastosowac klasycznego zapisu na energie potencjalng E # mgh gdyz cata masa stupa nie
znajduje si¢ na wysokosci 4. Stup to bryta sztywna a wigc skupimy si¢ na jego srodku masy.
Znajduje si¢ on na wysokosci 4/2 a wigc

1
E, :mgzh

2) W drugiej sytuacji srodek masy stupa znajduje si¢ na powierzchni Ziemi a wigc jego energia
potencjalna jest rowna zero. Nie mozna zapisaé, Ze energia kinetyczna jest rtowna E = mV?/2 bo
stup nie porusza si¢ z predkoscia ¥ a jedynie jego koniec. Mozemy jednak zauwazy¢, ze caty stup
wykonuje ruch obrotowy wzgledem osi obrotu na poczatku stupa stad zastosujemy wzor na energie
kinetyczng w ruchu obrotowym bryly sztywnej

1 . -
E, = EI o gdzie I to moment bezwladnosci preta.
Z zasady zachowania energii mozemy zapisac

= mgh=10"

1 1
E=E, = mg-—h=—Ilow
1 2 g > >
Moment bezwtadnos$ci preta wzgledem osi obrotu przechodzacej przez jego koniec wynosi
1= %ml2 gdzie m - masa preta, / - dlugo$¢ preta.

Dhugos¢ stupa wynosi 4 a wigc jego moment bezwladnosci wzgledem osi obrotu wynosi

I:%mh2 z kolei a):% co daje

2
mgh=%mh2(%j = V=,3gh

Predkos¢ gornego konca stupa w chwili uderzenia o Ziemi¢ wynosi V = ,/3gh .

zad. 2

Listwa drewniana o dlugosci / 1 masie M moze obraca¢ si¢ dookola osi prostopadiej do niej,
przechodzacej przez jej srodek. W odlegtosci /8 od konca listwy trafia pocisk o masie m lecacy z
predkoscig V' w kierunku prostopadtym do listwy 1 osi obrotu. Znajdz predkos¢ katowa, z jaka
listwa zacznie si¢ obracaé, gdy utkwi w niej pocisk. Oblicz ilos¢ ciepta wydzielonego podczas
zderzenia.

Dane: [ M, m, V
Szukane: w, O

Zadanie podzielimy na dwa etapy 1) tuz przed uderzeniem pocisku i 2) po uderzeniu pocisku
(wbictiu si¢ w listwe). Zrébmy rysunki (rzut z gory)



1) 2)

. wektor predkosci katowej
o$ obrotu ¢ :
pokrywa sie z osig obrotu

/ _ || 7 1mazwrot "przed kartke"
aj (”

3178 - 31/8

*F= T~

Zakladajac, ze w trakcie ruchu nie wystgpuja opory powietrza i opory na osi, zadanie najprosciej
mozna obliczy¢ stosujac zasade¢ zachowania energii oraz zasad¢ zachowania momentu pedu (jest to
ruch obrotowy bryly sztywnej). Ze wzgledu na to, ze listwa jest ulozona poziomo i pocisk porusza
si¢ poziomo nie bedzie zmian energii potencjalnej a wigc mozemy ja poming¢ w rozwazaniach.
Zapiszmy energi¢ i moment pedu w pierwszej i drugiej sytuacji.

1 1
El:Esz Ez=§[U0)2+Q
3
L= lmV L =1,

gdzie Iy - moment bezwtadnos$ci uktadu (listwa + pocisk), O - ciepto

1) W pierwszej sytuacji porusza si¢ jedynie pocisk a wiec mamy jedynie jego energie kinetyczna.
Trudniejsza sprawa jest z momentem pegdu. Latwo byloby wyznaczy¢ ped, ktory jest rowny
p=mV, ale w zadaniu b¢dziemy mieli do czynienia z ruchem obrotowym uktadu a wigc musimy
postuzy¢ si¢ wielkoscig zwigzang z ruchem obrotowym. Tu pojawia si¢ pytanie... jak pocisk nie
poruszajacy si¢ ruchem obrotowym moze mie¢ moment pedu? Pocisk lecagc swobodnie nie ma
oczywiscie momentu pedu tylko ped, ale trafiajgc na listwe bedzie go posiadal. Sproébujmy
wyliczy¢ jego warto$¢. Wektor momentu pedu mozemy zapisa¢ dwojako

L=rxp oraz L=1d& gdzie r jest wektorem ramienia.

W pierwszej kolejnosci sprobujmy doj$¢ do wzoru na L1 korzystajac z pierwszej zaleznosci. Mamy
tutaj iloczyn wektorowy wektora ramienia i wektora pedu (patrz iloczyn wektorowy). Wartos¢
momentu pedu mozemy zapisa¢ postugujac si¢ wiadomosciami o iloczynie wektorowym.
L=r-psma gdzie kat a jest katem pomiedzy wektorami ramienia i pedu (patrz ponizszy
rysunek.

W tym przypadku a = 90° a warto$¢ (dtugo$é) wektora ramienia jest rowna 3//8 tym samym
wartos¢ wektora momentu bedzie rowna

L =rmp =§lmV



1)

o$ obrotu

Do tego samego wniosku powinni$my doj$é¢ z drugiego wzoru L =1 .
Wielko$¢ I to moment bezwtadnosci pocisku wzgledem osi obrotu. Zaktadajac, ze rozmiary pocisku
sa niewielkie i mozemy go potraktowac jako punkt materialny z definicji momentu bezwladnosci

dla punktu materialnego mozemy zapisa¢ I = mr” natomiast @ = — . Podstawiajac nasze wielkosci
r

do wzoru na warto$¢ momentu bezwladnosci

V 3 . . .
L=Ilo=mr’—=rmV = glm V' otrzymali$my ponownie ten sam wz0r na L.
r

Dociekliwi mogliby si¢ zapytac... dlaczego we wzorze na E; uzylem wzoru dla ruchu postepowego
a nie obrotowego? Odpowiedz brzmi... bo tak bylo szybciej i tatwiej. Postaram si¢ jednak
udowodni¢ niedowiarkom, ze mozemy réwniez w przypadku energii rozpatrywac¢ ten ruch jako
hipotetyczny ruch obrotowy wokoét osi umieszczonej w $srodku listwy. Dla ruchu obrotowego

energi¢ kinetyczng zapiszemy w postaci E, =Ela)2. Jak wczesniej zapisalem warto§¢ momentu
bezwtadnosci pocisku wzgledem osi obrotu oddalonej o » wynosi/ =mr”, natomiast warto$é

predkosci katowej @ = Y stad
r

2) Sytuacja druga jest znacznie prostsza. W wyniku zderzenia pocisku z listwa caly uktad zaczyna
obraca¢ si¢. E> jest rowna sumie energii kinetycznej ruchu obrotowego uktadu (listwa + pocisk)
oraz cieplu wydzielonemu podczas zderzenia. Moment pgdu L> to moment pedu uktadu.

Na pocisk 1 listwe nie dzialaja niezrOwnowazone momenty sit zewngtrznych a wigc mozemy
skorzysta¢ z zasady zachowania momentu pedu Zl = Zz (patrz wyktady). Zwroty 1 kierunki obu
wektorow sa takie same a wiec L, = L, co daje

SV =10 = o=
8 81,

Moment bezwtadno$ci uktadu 7y jest rdwny sumie momentoéw bezwtadnosci listwy 11 oraz pocisku
Ip. Moment beztadno$ci listwy wzgledem osi przechodzacej przez jej s$rodek jest réwny

2
1 .
I, = EMZ ?, natomiast [, = mr’ = m(%lj tym samym

2
I,=1,+1I, :imﬂm(%l] :



Znajac wartos¢ predkosci katowej uktadu po zderzeniu @ bez problemu mozemy wyznaczy¢ ciepto
wydzielone podczas zderzenia korzystajac z zasady zachowania energii

1 1 1 1
E=E, = EmV2:EIUa)2+Q = szsz—EIUaf

zad. 3

Listwa drewniana o dlugosci / i masie M moze obraca¢ si¢ dookota osi prostopadiej do niej,
przechodzacej przez jej koniec. W listwe trafia pocisk o masie m lecacy z predkoscig V1 w kierunku
prostopadtym do listwy i osi obrotu. Znajdz predkos¢ katowa z jaka listwa zacznie si¢ obracac,
jezeli pocisk zrobit otwor w listwie w odleglosci /4 od jej swobodnego konca a nastegpnie
kontynuowat lot w pierwotnym kierunku z predkoscia V2. Wyznacz ciepto wydzielone podczas
zderzenia. Ubytek masy listwy nalezy zaniedbac.

Dane: [, M, m, V1, V>
Szukane: w, O

Zadanie jest podobne do zadania nr 2. Podzielimy je na dwa etapy 1) tuz przed uderzeniem pocisku
12) po przebiciu listwy pociskiem. Zrobmy rysunki (rzut z gory)

@
1) iy - 2) R -
os obrotu wektor predkosci katowej
pokrywa sie z osig obrotu
34 < 3/4 < i ma zwrot "za kartke"

=
o

F

b . ‘_.\
/4 {

Na rysunku celowo zmienitem zwrot wektora predkosci liniowej (w stosunku do rysunku w zadaniu
2), aby byto wida¢, ze zwrot wektora predkosci katowej rowniez si¢ zmieni.

Zakladajac, ze w trakcie ruchu nie wystgpuja opory powietrza i opory na osi, zadanie najprosciej
mozna obliczy¢ stosujac zasade¢ zachowania energii oraz zasad¢ zachowania momentu pedu (jest to
ruch obrotowy bryly sztywnej). Ze wzgledu na to, Ze listwa jest utozona poziomo i pocisk porusza
si¢ poziomo nie bedzie zmian energii potencjalnej a wigc mozemy jg pomina¢ w rozwazaniach.
Zapiszmy energi¢ 1 moment pedu w pierwszej 1 drugiej sytuacji.

1 1 1
E1=EmV12 EZZE[L502+57’I1V22+Q
3 3
lezln’IVl L2 :]La)-i—zlsz

gdzie - I, = %Ml >~ moment bezwladnosci listwy wzgledem osi przechodzacej przez koniec listwy.

1) W pierwszej sytuacji porusza si¢ jedynie pocisk a wigc mamy jedynie jego energi¢ kinetyczna.
Moment pedu pocisku wzgledem osi obrotu wyznaczymy analogicznie do zadania 2. Moment pedu



to ramie razy ped. Wartos¢ (dlugos$¢) ramienia wynosi 3//4 natomiast warto$¢ pedu réwna si¢ mV;
stad powyzszy zapis.

2) W sytuacji drugiej pocisk przebit listwe 1 porusza si¢ nadal ze zmniejszong predkoscig V>
natomiast listwa zaczeta obraca¢ si¢ z predkoscia o. Energia druga bedzie wigc rowna sumie
energii kinetycznych listwy, pocisku oraz cieptu wydzielonemu w trakcie przebijania listwy.
Catkowity moment pedu w sytuacji drugiej bedzie rowny sumie momentu pedu listwy oraz
momentowi pedu pocisku wzgledem osi obrotu.

Na pocisk 1 listwe nie dzialajg niezrownowazone momenty sit zewnetrznych a wigc mozemy
skorzysta¢ z zasady zachowania momentu pedu Zl = Zz Zwroty 1 kierunki obu wektoréw sg takie
same a wigc L, = L, co daje

3 3 3im(V, -V,

=imV, =lL,o+=ImV, = w:M.

4 4 41,

Znajac warto$¢ predkosci katowej listwy po zderzeniu @ bez problemu mozemy wyznaczy¢ ciepto
wydzielone podczas zderzenia korzystajac z zasady zachowania energii

1 1 1 1 1 1
E1:E2 — EI’I’ZKZIEILCOZ+EI’I/ZI/22+Q — QZEmK2_EmI/22_5[Lw2

Zadania do samodzielnego wyliczenia
S1. Dziecko o masie m stoi na zewnatrz kotowej karuzeli o momencie bezwtadnosci 7 i promieniu R
obracajacej si¢ z predkoscia katowa @i. Dziecko wchodzi na brzeg karuzeli.
a) Z jaka predkoscia katowa bedzie obracala si¢ karuzela z dzieckiem?
b) O ile zmieni si¢ energia kinetyczna uktadu, gdy dziecko przejdzie od brzegu do srodka karuzeli?
Dziecko nalezy potraktowa¢ jako punkt materialny.
Odp.

lo, (o) )
I +mR’ I+mR?
S2. Na konicach poziomo wirujacego preta o masie M, przez Srodek ktorego przechodzi o$
prostopadta do powierzchni Ziemi, siedza dwie malpki (kazda o masie m). Pret ma dlugos¢ / 1
wiruje z predkoscig katowa wi. Jaka bedzie predkos¢ katowa uktadu po przejsciu matpek do srodka
preta. Matpki potraktuj jako punkty materialne. Wykonaj rysunek.

a) o, = , b) AE=%(Ia)12 —

112Ml2 +lml2
, I ,
— MI?
12
zad. 1

Pret o dtugosci / 1 masie mi, mogacy obracac si¢ wokot osi przechodzacej przez jego koniec zostat
wychylony o 90° ze swojego najniZszego poloZenia a nastepnie puszczony. W najnizszym
potozeniu pret zderzyt si¢ catkowicie niesprezyscie z niewielka kulka o masie m2 znajdujaca si¢ w
odlegtosci / od punktu zawieszenia preta. Oblicz predkosé katowa uktadu (pret + kulka) tuz po
zderzeniu oraz ilo$¢ ciepta wydzielonego podczas zderzenia? Dane jest przyspieszenie ziemskie - g.

Rozwigzanie

Dane: [, mi, ma, g
Szukane: an, Q



Zadanie podzielimy na trzy etapy 1) pret wychylony o 90° z potozenia rownowagi 2) pret tuz przed
zderzeniem z kulka, 3) pret tuz po zderzeniu z kulka (uktad pret + kulka)

1) 2) . 3) -
oK o
1 - : - ! ~ r—1 .
/ L 900}
Srodek masy preta > 1
i /2
................... 1 . o L Ry ]

Wektory predkosci katowych @ sa prostopadie do kartki, ze zwrotem przed kartke. Pozioma linia
kropkowana pokazuje poziom odniesienia dla ktérego przyjmujemy, ze energia potencjalna rowna
sie 0.

Podobnie jak w poprzednich zadaniach skorzystamy z zasady zachowania energii oraz zasady
zachowania momentu pedu (pret jest brylg sztywna obracajaca si¢ wokot osi przechodzacej przez
jego koniec).

I 1 I 1
E =mgl E2=m1g5+51pa)12 E3:m1g5+5(1p+lk)a)22+Q
L=0 L=1, Li=(,+1)w,

1) W pierwszej sytuacji nie ma ruchu a wiec slup posiada tylko energi¢ potencjalng (kulka nie
porusza si¢ i nie ma energii potencjalnej). Srodek masy preta znajduje si¢ na wysokosci / od linii
odniesienia a wigc posiada energi¢ potencjalng rowna

E =mgl,

brak ruchu obrotowego znaczy, ze L1 = 0.

2) W drugiej sytuacji $rodek masy preta znajduje si¢ na wysokos$ci /2 od linii odniesienia a pret
wykonuje ruch obrotowy wzgledem osi obrotu z predkoscig katowa @i a wigc posiada energig
potencjalng 1 energi¢ kinetyczng ruchu obrotowego (kulka nie porusza si¢ i nie ma energii
potencjalnej). Pret posiada rowniez moment pedu

1 : 1
E, :Elpa)1 L, =10 gdzie 1, =§mll
I, - moment bezwtadnosci preta

3) W trzeciej sytuacji pret zderzylt sie catkowicie niesprezyscie z kulkg a wigc utworzyly wspolny
uktad. Tuz po zderzeniu uklad jeszcze si¢ nie wychylil a wigc nie zmienita si¢ jego energia
potencjalna natomiast po potaczeniu z kulka predkos¢ katowa preta zmalata 1 wydzielito sie ciepto
(wynik zderzenia). Uklad uzyskat predkos¢ katowa a» a tym samym moment pedu Ls.

[ 1
E3:mlg5+5(1p+1k)a)22+Q Li=(,+1)o, gdze I, =m]’

I - moment bezwladnosci kulki wzgledem osi obrotu oddalonej o / od kulki



Mozemy zapisaC E1 = E; = Ezoraz L1 # Lo = L3

Dlaczego nie ma znaku réwnosci pomiedzy momentami pgdu Li i L2? Dlatego, ze pomiedzy
sytuacja 1) oraz 2) na pret dziatal zewnetrzny moment sity zwigzany z silg grawitacji. Popatrzmy na
ponizszy rysunek.

) ; M =7xE, 2)
[ e ~ —
: M =rF,sin Z(r,F,) 7
Y Fg i
W7,
M =rF,sin Z(7.F,)#0 M =+F,sin0° = 0

Zardwno w sytuacji gdy pret opada jak 1 gdy pret wisi w najnizszym polozeniu wystepuje sita
grawitacji. Mozemy wyznaczy¢ rowniez wektor ramienia, ktory laczy o$ obrotu ze srodkiem masy
preta. Jednak przy maksymalnym wychyleniu preta jak 1 w trakcie jego opadania kat zawarty
pomiedzy wektorami ramienia i sily grawitacji jest niezerowy a wigc wystepuje niezerowy
zewngtrzny moment sity. Gdy pret wisi w najnizszym potozeniu (sytuacje 2 i 3) wyzej wspomniany
kat jest rowny 0 a wiec zewngetrzny moment sity jest rowny 0. Zasada zachowania pedu pomigdzy
sytuacjami 2 i1 3 jest wiec spetniona.

[ 1 5 [ 1 ) m, gl
E1:E2 = mlglzmlgg—i-alpa)l = mlgEZEIPCOI = w = T
1,0,
L=L = lLo=01,+)o, = o,=—-H
I,+1,
I o / 1
w, =—L— ME  gdzie I=—ml*> I =m)’
I,+1,\ I, 3

Chcac obliczy¢ ciepto pordwnamy energie E; i E3

[ 1 [ 1
mlgl:mlg§+5(lp+[k)a)22+Q - Q:mlgE_E([p +Ik)w22

Zad. 2

Na koto o masie m, momencie bezwladnos$ci / i promieniu » nawini¢to cienkg ni¢, ktora nastepnie
umocowano do konca rowni pochylej o kacie nachylenia «. Gdy koto potozono na réwni 1
puszczono, zaczeto si¢ swobodnie stacza¢ odwijajac ni¢. Oblicz przyspieszenie liniowe kola oraz
sife naciaggu nici. Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

Dane:m, [ 1, a, g
Szukane: a, N

Ruch obrotowy na réwni komplikuje zadanie w stosunku do sytuacji gdy ciato zsuwa si¢ po rowni.
Zacznijmy od rysunku



Fy - sifa grawitacji Ii =F,+F,

Fy - sita nacisku (sktadowa normalna sity grawitacji)
Fs - sila "zsuwajaca" (sktadowa styczna sity grawitacji)
N - sila naciaggu nici

Fr - sita reakcji (sprezystosci) poditoza

Sita wypadkowa F dzialajaca na koto jest réwna sumie wszystkich sit dziatajacych na nie

—

E,, =F+F,+N

Korzystajac z rownan F'g =F, +F, oraz F‘N +I7R =0

B =F4N
Przechodzac na zapis skalarny musimy uwzgledni¢ kierunki i zwroty wektoréw. Kierunki

wektoréw Fi 1 N sg takie same natomiast zwroty sg przeciwne a wiec uwzglednimy to dopisujac
znak 'minus' przed warto$cig wektora sily naciagu

F,, =F-N.

Korzystajac z 11 zasady dynamiki Newtona mozna zapisa¢

ma=F,—N gdzie a jest przyspieszeniem liniowym kota

Korzystajac z zaleznosci trygonometrycznej mozemy zapisa¢ Fy = F, sin & = mgsin « co daje
ma=mgsma—N. (x)

Obliczmy teraz sil¢ naciggu nici N. Zakladamy, ze gdyby nie ni¢ to kolo poruszatoby si¢ z
poslizgiem, ale ni¢ sprawia, ze koto musi si¢ stacza¢ (nie uwzgledniamy tarcia). Zeby koto obracato

si¢ musi dziala¢ na nie niezrbwnowazony moment sity. Jak go wyznaczy¢? Przyjrzyjmy si¢
ponizszemu rysunkowi



a

Na rysunku zaznaczono wektory ramienia r, sity naciggu N oraz momentu sity M (wektor ten
pokrywa si¢ z osig obrotu i jest skierowany przed kartke).

— —

M=FxN

M =rNsin Z(7,N)=rNsin 90° = rN
Korzystajac z 11 zasady dynamiki dla ruchu obrotowego mozemy napisaé

M = I¢ gdzie &jest przyspieszeniem katowym kota.

Poréwnujac obie zaleznosci na M otrzymamy

rN=I1¢ = N:E.

r

Korzystajac z relacji pomigdzy przyspieszeniem liniowym i przyspieszeniem katowym a = ¢r
mozemy zapisac

la
N=— (xx)
r
Podstawmy otrzymany wynik do rownania uzyskanego wczesniej (x)
: : la
ma=mgsn a—N =mgsn ¢ ——
r

Po przeksztalceniach otrzymamy ostatecznie wyrazenie na przyspieszenie liniowe

_ mgsin«a

a=
1
m+72
r

Site naciagu nici uzyskamy poprzez podstawienie uzyskanego wzoru na a do rGwnania (xx)

N:iz mgsin o :Imgsina

r 1 mr? +1
m+—2
r




Zad. 3
Korzystajac z rozwigzania zadania 2 wyznacz przyspieszenie:

a) walca staczajacego si¢ na rowni pochytej (moment bezwtadnosci walca 7, = %mrz)

b) cienkosciennej obreczy (moment bezwladnosci obreczy I, = mr”)

Rozwigzanie
mgsmna mgsna 2
2 47 = S=—gsha
1 mr
m+— m+_—
r 2r

Rozwigzanie jest trywialne jezeli wczesniej wyznaczyliSmy a, ale celowo dodatem to proste
zadanie. Chciatem uzmystowi¢ Panstwu, ze w zaleznoSci od przestrzennego rozkladu masy
(momentu bezwtadno$ci ciala) bryly beda staczaty si¢ z rowni z r6znym przyspieszeniem.

Zadania do samodzielnego rozwiazania

zad. S 1

W swobodny koniec zawieszonego u sufitu jednorodnego preta o masie M 1 dlugosci / uderza
idealnie niesprezyscie kulka o masie m lecaca prostopadle do preta. Z jaka predkoscia poruszata sig
kulka jezeli po zderzeniu pret (z wbitg kulka) wychylit sie 0 90°. Jaka iloé¢ ciepta wydzielita sie w
trakcie zderzenia? Kulke nalezy potraktowa¢ jako punkt materialny. Wykonaj stosowny rysunek.
Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

1 2 2
\/(Mgl+2mgl)(3Ml +ml”) o- i ) (V1)

Odp. V =
P ml 2

2(;1\412 +ml*)

zad. S 2
Walec o promieniu 7 stacza si¢ po rowni pochytej o kacie nachylenia a wzdluz drogi s. Oblicz
predkos¢ katowa walca na dole rowni oraz przyspieszenie liniowe walca. Dane jest przyspieszenie

. . L. . 1
ziemskie g. Moment bezwtadnosci walca wynosi [, = Emrz.

Odp.

: ,
y_ [Agssina a=2gsina
3 3

Podpowiedz
Najtatwiej wyliczy¢ zadanie korzystajac z zasady zachowania energii.

zad. 1

Koto o momencie bezwtadnos$ci 7/ i promieniu » obraca si¢ wokot swojej osi symetrii. Jaka sita
nalezy przycisng¢ klocek hamulcowy do obwodu kota, aby zatrzymac je po uptywie czasu ¢ jezeli
energia kinetyczna kota w chwili poczatkowej wynosi Ex? Wyznacz ciepto wydzielone podczas



tego ruchu oraz droge katowa jaka pokonatlo koto do chwili zatrzymania. Wspotczynnik tarcia
kinetycznego mi¢dzy kotem i klockiem wynosi u.

Dane: I, r, t, Ex, 1
Szukane: Fn, Q, a

Na poczatek wykonajmy stosowny rysunek

""—_——"‘ﬁ

—

F, - poszukiwana sila nacisku klocka na koto

—

F’, - sita tarcia

7 - wektor ramienia (co do warto$ci réwny promieniowi
kota)

@ - wektor predkosci katowej. Obrot kota jest zgodny z
ruchem wskazowek zegara a wigc wektor predkosci
katowej ma kierunek pokrywajacy si¢ z osig obrotu a
zwrot skierowany za kartk¢ (oznaczenie - kotko z
krzyzykiem)

Na rysunku kolo obraca si¢ zgodnie z ruchem wskazéwek zegara a do jego obwodu doci$nigto
klocek sita o wartosci Fn. Zwazywszy na to, ze wspdtczynnik tarcia kinetycznego wynosi u a
warto$¢ sity nacisku Fl, pojawi si¢ sita tarcia o wartosci F'r skierowana stycznie do obwodu kota

F, = uF,. (1)

Punkt przylozenia sity tarcia znajduje si¢ w odlegtosci » od osi obrotu a wigc pojawi si¢ moment
sity wyhamowujacej ruch obrotowy kota réwny

M =FxF,. @

Kierunek wektora momentu sity M jest taki sam jak kierunek
wektora predkosci katowej @ (oba wektory pokrywaja si¢ z osig
obrotu) natomiast zwrot wektora momentu sity jest przeciwny
do zwrotu wektora predkosci katowej (jest skierowany przed
kartke - oznaczenie - kotko z kropka)). Mamy wiec do czynienia
z ruchem obrotowym jednostajnie opdznionym.

Przechodzac na zapis skalarny mozemy zapisa¢, ze warto§¢ momentu sity dzialajgcego na koto
bedzie rowny

M =rF, sin Z(7,F,) =rF, sin 90° = rF, 3)

Niezréwnowazony moment sily bedzie powodowal, Ze kolo bedzie poruszato si¢ ruchem
obrotowym jednostajnie opoéznionym.



Moment sity mozemy zapisa¢ rowniez innym wzorem korzystajac z drugiej zasady dynamiki dla
ruchu obrotowego

M =1g  gdzie € oznacza opdznienie katowe kota. 4)

Poréwnujac réwnania (3) i (4) uzyskamy

le

Fr=—. (%)
r

Jezeli skorzystamy z rownan (1) i (5) otrzymamy wzor na sit¢ nacisku w postaci
le

Fy=—. (6)
ur

Nie znamy jednak opodznienia & dlatego postarajmy si¢ je obliczy¢. W ruchu obrotowym
jednostajnie opdéznionym mozemy zapisa¢ nastepujaca zaleznos¢ na predkosé katowa po czasie ¢

W=, —& gdzie wp oznacza poczatkowa predkosé katows. (7
Z tresci zadania wiemy, ze koto zatrzymuje si¢ po czasie ¢ a wigc o = 0, czyli w naszym przypadku
réwnanie (7) przybiera nastepujaca postac

10
O=w,—-& = &=—" )
t
Podstawiajac uzyskany wynik do rownania (6) otrzymamy
lo
Fy=—". ©)
urt

Pozostaje wigc wyliczy¢ poczatkowa predkos¢ katowa kota. Mozemy to zrobi¢ na podstawie
znajomosci jego energii kinetycznej

2E,
I

Korzystajac z rownan (9) 1 (10) uzyskamy ostatecznie wzor na site nacisku

(10)

1
Ey :Ela)(f = 0,=

7 |2Ex
I N2E 1
FN = =
urt Hrt

Ciepto wydzielone podczas wyhamowywania kola mozemy obliczy¢ poréwnujac energie
poczatkowa 1 koncowa. W chwili poczatkowej koto mialo energi¢ kinetyczng ruchu obrotowego a
w chwili koncowej koto nie poruszato si¢ a wiec jedyng energig w uktadzie byto ciepto wydzielone
podczas tarcia klocka o koto

E =Ey E,=0. (11)
Cieplo mozemy wyliczy¢ korzystajac z zasady zachowania energii
E =E, = Q=E;. (12)



Drogg katowa mozemy wyliczy¢ korzystajac ze wzoru na droge w ruchu jednostajnie opéznionym

1
a:a)ot—Egtz. (13)
Podstawiajac do wzoru (13) zalezno$¢ na opoznienie kagtowe (8) otrzymamy
l 1 2E,

1 2 2
a=a)0t—58t :a)ot_ETOt =Ea)0t gdzie @, = 7

(14)

Odp.

J2E, 1 1 1 [2E,
Sita nacisku wynosi Fy = ? , ciepto O = E adroga katowa & = 5 Wyt =1

2 1

zad. 2
Dwie poziome tarcze wiruja w przeciwnych kierunkach wokot pionowej osi przechodzacej przez
ich $rodki. Momenty bezwladnosci tarcz wynosza 1) oraz > a ich predkosci katowe odpowiednio @,
i an. Po dosunigciu gornej tarczy do dolnej, obie tarcze (w wyniku zjawiska tarcia) obracajg si¢
dalej jak jedno cialo. Wyznacz:

a) predkos¢ katowa tarcz po zlaczeniu,

b) prace wykonang przez momenty sit tarcia.

Dane: 11, L, w1, w2
Szukane: w3, Wt

Podzielmy zadanie na dwa etapy. W pierwszym (rys. 1) obie tarcze wiruja niezaleznie wokot tej
samej osi obrotu, ich predkosci katowe maja przeciwne zwroty. W drugim etapie (rys. 2)
obserwujemy tarcze po jakims$ czasie. Tarcza gorna opadta na dolng wyniku czego zaczely trze¢ o
siebie. Po pewnym czasie na skutek zjawiska tarcia tarcze poruszajg si¢ jak jeden uktad (t¢ sytuacje
obserwujemy na rysunku 2)).

=
1) A

S

1

0$ obrotu

I
L E
_
==

Zapiszmy energie 1 momenty pedow obu sytuacjach (mamy tu do czynienia z ruchem obrotowym
bryt sztywnych)

Vg



1 1 1

E, =—]16012 +—[26022 E, =—(, +]2)a)32 +0 (1)
2 2 2

Zl :Ilg)l"'[z(?)z Zz :(11"'[2)5")3 (2)

1) W pierwszej sytuacji obie tarcze obracaja si¢ niezaleznie a wigc ich energia catkowita jest rowna
sumie ich energii kinetycznych. Poczatkowy moment pedu jest réwny sumie momentow pedu tarcz.
Musimy pamigtaé, ze moment pedu jest wielkoscia wektorowa a wiec w tym przypadku istotny jest
kierunek i zwrot wektora predkosci katowej. Chcac zapisa¢ wartos¢ poczatkowego momentu pedu
musimy wigc uwzgledni¢ zwroty wektoréw predkosci katowych.

L] =1 140, — v > @5 - znak minus wynika z faktu, ze zwrot wektora predkosci katowej @,
jest przeciwny do zwrotu wektora predkosci katowej @, .

2) W sytuacji drugiej tarcze sg juz potaczone tworzac wspdlny uktad o momencie bezwtadnosci Iz =
I + I 1 obracaja si¢ z predkoscig katowa o wartosci ws. Energia catkowita bedzie rdwna energii
kinetycznej ruchu obrotowego uktadu oraz ciepta wydzielonego podczas wyhamowywania tarcz.
Moment pedu bgdzie momentem pegdu uktadu.

Ze wzgledu na to, ze w trakcie calej sytuacji nie wystepuja zewnetrze momenty sit mozemy
skorzysta¢ z zasady zachowania momentu pedu

L=L, = Lo-Lo,=+1,)0
a wiec predkos¢ katowa uktadu wyniesie

_ [1a])1 -1, 3)
1,

Praca wykonana przez momenty sil tarcia bedzie réwna cieplu wydzielonemu podczas
wyhamowywania tarcz Wr = Q. Korzystajac z zasady zachowania energii mozemy zapisac

3

1 1 1
E=E, = Ella)f +512a)22 :5(11 +1,)o +Q

1

1 1 Lo -1Lo
stad W; :QZEI@I2 +512w22_5(11+12)w32 odzie @, =122

I +1,

Odp.
[1a)1 B Iza)z
I +1,

Predkosc¢ katowa tarcz po ztaczeniu wynosi @ = a praca wykonana przez momenty sit

1 1 1
tarcia wynosi Wr 25116012 +5120)22 _5(11 +12)a)32-



Wstep teoretyczny

Ruch drgajacy

Ruch, w ktéorym polozenie ciala a:({) powtarza sie, nazywamy drganiem.
Jezeli powtarzalno$é zachodzi po tym samym czasie /, zwanym okresem,
ruch taki nazywamy drganiem okresowym.

x(t+7)=x(¢)

Ruch harmoniczny

Sita harmoniczna (sprezystosci) — sita proporcjonalna do wychylenia ciata o
Zwrocie przeciwnym do wychylenia.

Ruch harmoniczny jest to ruch, jaki wykonuje ciatlo o masie mi, na ktore dziala sita
proporcjonalna do przemieszczenia, ale o przeciwnym zwrocie.

x dodatnie x(1) Sita harmoniczna (sprezystosci)
F ujemna 3

—x _.,‘ X k - stata sprezystosci
0
Roéwnanie ruchu harmonicznego p
= R x(t)=x, cos| .| —t+¢@
F=-kx \ m
ma = —kx
d2 k
X dstawiaiac @ = .[—
me— = ey podstawiajac "
dt~
d*x k otrzymamy réwnanie ruchu harmonicznego
—+—x=0
dr” m x(t)=x, cos(’a)t +)
Powyzsze rownanie  jest i X,

réwnaniem rézniczkowym amplituda droan /
drgan swobodnych ktorego P g faza poczatkowa

rozwigzaniem jest nastepujaca czestotliwos¢ kolowa
funkcja czasu (czestotliwosé kotowa drgan wiasnych)

2z . m
czestotliwosé kolowa drgan @ = T okresdrgan T =) =

Okres drgan harmonicznych I jest niezalezny od amplitudy drgan X,



Zalezno$¢ przemieszczenia, predkosci i przyspieszenia od czasu

X
2
5 +X b~
ks 0 i t xX=x, cos(a)r + go)
: N
— -X —
R
v | | I
+ oxy, - | | |
2 | | | d
S x .
= 0 | : ¢t v=—=-x,osin(ot+9)
=y | ! | dt
He | | |
WX, - | |
a i i i
o 2 | | |
2o, | I
g m 9
RS 0 | p dv d'x 5
a - a=—= =X, Cos(a)rJrgo)
v 2 m
S_ 2 dt dt
E-_ 07X, —

Jak widaé z powyZszych zaleznosci predkosé jest maksymalna, gdy przemieszczenie
(wychylenie) jest rowne zero. Przyspieszenie natomiast przybiera wartos¢ maksymalng
dla maksymalnego przemieszczenia, ale ma znak minus ze wzgledu na przeciwny
Zwrot.

Zasada zachowania energii dla oscylatora harmonicznego prostego

Oscylator harmoniczny prosty

x dodatnie X(1) x(t):‘xm cos(wr+ @)
F ujemna —’

hmm TV 1 v(t)=—x, osin(or+ @)

x c:)z—E
[l]—x—r‘ m
E=F +E, = 2+mv2 —kxzcosz(owr )+ 2 32 2 sin (ot + @) =
T kT 2 7 - 9 m @ 7 m %
k 7 3 m k .2
=—x, cos (@t +¢)+—x, —sin" (ot +¢) =
2 2 " m

2
-

= %(sinz(mrﬂp)+cosz(mf+¢9)): k;; =L =const.

Energia catkowita oscylatora harmonicznego prostego jest stala

zad.1

Plytka wykonuje drgania harmoniczne w kierunku poziomym o okresie 7. Spoczywajacy na tej
ptytce drewniany klocek zaczyna poruszaé si¢ ($lizga¢) po powierzchni ptytki z chwilg gdy
amplituda drgan przekracza wartos¢ 4. Wyznacz wspotczynnik tarcia statycznego pomiedzy ptytka
a klockiem. Jaka predko$¢ maksymalng osiaggnie ptytka jezeli okres drgan wynosi 7" a amplituda 4.
Dane jest przyspieszenie ziemskie g.

Dane: T, 4, g
Szukane: u



Wstep

Co to jest wspotczynnik tarcia statycznego?

To wspotczynnik tarcia z ktdrym mamy do czynienia, gdy cialo nie porusza si¢. Jest on zwykle o
ok. 20% wigkszy od wspolczynnika tarcia kinetycznego (zwigzanego ze zjawiskiem tarcia w
ruchu).

Jak si¢ przekona¢, ze wspotczynnik tarcia statycznego jest wiekszy od wspotczynnika tarcia
kinetycznego?

Latwo sprawdzi¢ to do§wiadczalnie. Jezeli staramy si¢ przepchna¢ np. cigzka szafe to najtrudniej
jest ja ruszy¢. Kiedy szafa juz si¢ porusza tatwiej nam ja pcha¢ (przypuszczam, ze wszyscy znajg to
z wlasnego doswiadczenia).

Jak zapisa¢ wartos$¢ sity tarcia statycznego?
Site t¢ mozemy zapisa¢ nastgpujacym wzorem Fo < u k), .

Dlaczego w powyzszym wzorze nie ma znaku '="?
Bo sita tarcia statycznego przybiera wartosci od 0 do F;  a wigc maksymalna sita tarcia wyniesie
Frsme = HsEy -

Przeanalizujmy to na ponizszych przyktadach

F =Fy =0 F,=-F, ﬁ3 = _ﬁrss
AF, F, AF, F’3 ?F'R
Fr, F’Tﬂ
vﬁ‘g :ﬁ'N vﬁg :F’N vﬁ‘g :ﬁ'N

W pierwszej sytuacji sita grawitacji (w tym przypadku sita nacisku) jest rownowazona poprzez site
reakcji (sprezystosci) podloza. Nie ma sity tarcia pomimo, ze wspolczynnik tarcia statycznego jest
niezerowy.

W sytuacji drugiej warto$¢ sily tarcia statycznego jest rowna wartosci sity wytwarzanej przez
cztowieka.

W sytuacji trzeciej wzrosta warto$¢ sity czlowieka a wigc wzrosta rowniez warto$¢ sily tarcia
statycznego. Jezeli jednak sita czlowieka bedzie wigksza od maksymalnej sity tarcia statycznego
F, .. to szafa zacznie si¢ poruszac 1 sita tarcia zmniejszy si¢ bo bedziemy mieli wtedy do czynienia

z tarciem kinetycznym.
Po tym nieco przydtugim wstepie przejdzmy do zadania.
Wyobrazmy sobie ptytke i1 spoczywajacy na niej klocek. Ptytka wykonuje poziome drgania o

amplitudzie 4. Na ponizszym rysunku przeanalizujmy wektory przyspieszenia i predkosci ptytki w
r6znych potozeniach ptytki.



1) .
— N /
Y V
A=Xm A=xn
G=0
2) -
[ —
3) -
_i V
Ce——
4 V=0
_Zimax
e

Zastandwmy si¢ w ktorej z powyzszych sytuacji jest najwicksza szansa na poslizg klocka. Mysle, ze
wszyscy intuicyjnie wyczuwamy, ze bedzie to najbardziej prawdopodobne w skrajnych polozeniach
ptytki. Aby odpowiedzie¢ na pytanie dlaczego tak bedzie narysujmy sity dla czwartej sytuacji.

 Fy

5) 1

Na powyzszym rysunku mamy nast¢pujace sity

- sita grawitacji F ktora jest zarazem sitg nacisku klocka na ptytke Fy

- sita reakcji (sprezystosci) podtoza Fr (klocek nie opada pod wptywem sity grawitacji bo ptytka
jest wykonana ze sztywnego materiatu)

- sita bezwtadnosci F». Jezeli ptytka porusza si¢ w lewa strong z przyspieszeniem ama to na klocek
zadziata sila bezwladnosci o przeciwnym zwrocie (sami to odczuwamy, gdy np. autobus
gwaltownie ruszy musimy si¢ przytrzymac, aby si¢ nie przewrocic)

- sita tarcia statycznego Frs ktora powstrzymuje klocek przed poslizgiem (powoduje, ze podaza on
razem z plytka).

Latwo si¢ domysli¢, ze klocek nie wpadnie w poslizg dopoki wartos¢ sity bezwtadno$ci bedzie
mniejsza lub rowna warto$ci maksymalnej sily tarcia statycznego. W skrajnym przypadku



—

Fb = _FTSrmx (D)

Skalarnie
Fb = FTSn‘ax = man‘ax = IusFN = Iung = /usmg (2)
ma.. =Hmg = dg = HE 3)

Aby obliczy¢ amar skorzystajmy z ogdélnego wzoru na przyspieszenie w ruchu harmonicznym (patrz
wstep teoretyczny)

a=-x,w" cos(at+ ). 4)

Znajac funkcje cosinus mozemy stwierdzi¢c na podstawie powyzszego wzoru, ze warto$¢
maksymalna przyspieszenia wyniesie

a. =x @ (5)

. . . . 2 .,
gdzie x,, to amplituda ruchu harmonicznego (w naszym zadaniu x, = 4) a @ = - to czestotliwosé

kotowa drgan.

Korzystajac z rownan (3) i (5) mozemy zapisac

2
27 A
A — | = = =4r° .
( T j /’lsg ILIS gTz

Ile wynosi maksymalna predkos¢ ptytki?
Skorzystajmy z zaleznoS$ci predkosci od czasu w ruchu harmonicznym

V =—x,0osin( ot + @)

podstawiajac x, = A4, @@ =—— ze znajomosci funkcji sinus mozemy zapisac
T

Vo :xma):%,
T
A
gT?

2
Wspbtczynnik tarcia statycznego wynosi 4, = 4z

, 27A
a maksymalna predkos¢ ptytki V. = E

max



Zad. 2

Na poziomym, gtadkim stole lezy, przymocowany sprezyna do $ciany klocek o masie M. W klocek
trafia pocisk o masie m lecacy poziomo z predkoscig Vi. Po zderzeniu, pocisk wbija si¢ 1 klocek
wraz z pociskiem wykonuje drgania harmoniczne o amplitudzie 4. Wyznacz czgstotliwos$¢ kotowa
tych drgan.

Dane: M, m, V1, 4
Szukane: w

Zacznijmy od rysunku. Podzielimy go na dwa etapy, pierwszy tuz przed uderzeniem pocisku a
drugi tuz po zderzeniu. W zadaniu zaktadamy, ze tarcie pomi¢dzy klockiem a stotem jest pomijalnie
male.

1) tuz przed zderzeniem 2) tuz po zderzeniu
,
«— O
A A
Zapiszmy w obu przypadkach energie i pedy.
Ey=omb, E, =5 m+ M)V +0Q
py=mVl, P, =(m+ M)V,

Ze wzgledu na to, ze nie znamy ciepta nie skorzystamy z zasady zachowania energii. Jezeli sily
tarcia sg pomijalnie male (sity zewnetrzne sg rowne zero) mozemy skorzysta¢ z zasady zachowania

pedu
p=p, = mV=(m+M)V,
stad mozemy obliczy¢ predkos¢ uktadu tuz po zderzeniu
mV,
V,= .
m+M
Dalej mozemy rozwigzywac zadanie na dwa sposoby.

(1

I sposob

Energia kinetyczna uktadu po zderzeniu Ek> bedzie rowna energii catkowitej oscylatora Ec (patrz
wstep teoretyczny)

1 1
E., = E (m+M )Vz2 , E.= EkA2 gdzie k to stata sprezystoSci

1

1 M)WV}
E,,=E. = E(m+M)V22:§kA2 = k:u,

yE @

Podstawiajac do powyzszego wzoru rownanie (1), otrzymamy zalezno$¢ na statg sprezystosci



2
mV,
(m+M)( : ) szlz

m+ M
k= ! - — (3)
A A (m+M)
Skorzystajmy teraz z zalezno$ci na czg¢stotliwo$¢ kotowa w ruchu harmonicznym (patrz wstep
teoretyczny) A
w=,—
m

W naszym przypadku to uktad o masie m +M bedzie wykonywat drgania a wigc

a)—wf k 4
Nm+M - )

Podstawiajac rownanie (3) do zaleznos$ci (4) otrzymamy

a)—/ k mV:  mV
m+M A (m+M)  A(m+M)

II sposéb

Skorzystajmy z zalezno$ci na predko$¢ w ruchu harmonicznym
V =—Awsin( wt + @) (6)
Jak wida¢ predkos¢ maksymalna Vimax bedzie rowna 4w

V =Ao. (7)

max

Wiemy, ze tuz po zderzeniu predkos¢ uktadu wynosi V> 1 jest to predkos¢ maksymalna (wigksza nie
bedzie) stad mozemy zapisaé

|4 V.
V.=V, > Aw= LS NN o W
m+ M (m+M)A
Odp.
. , . mh
Czestotliwos¢ kotowa drgan uktadu wynosi @ = —————.
(m+M)A

Zadania do samodzielnego rozwiazania

zad. S.7.1

Pozioma platforma drga ruchem harmonicznym w kierunku pionowym z amplitudag 4. Oblicz
najmniejszy dopuszczalny okres drgan platformy, jezeli przedmioty spoczywajace na platformie
maja przez caly czas pozostawac z nig w stalym kontakcie. Wykonaj rysunek, zaznacz odpowiednie
wektory. Przyspieszenie ziemskie jest dane — g.

Odp. T=27r\/g
g

zad. S.7.2
Na sprezynie jest zawieszona drgajgca szalka wagi z odwaznikami. Okres drgan pionowych jest
wowczas rowny 7T1. Szalke zatrzymano i polozono na niej dodatkowy cigzarek o masie m tak, ze



sprezyna wydtuzyta si¢ o odcinek x. Jaki bedzie okres drgan szalki po tej zmianie? Przyspieszenie
ziemskie wynosi g.

Odp.
T2
T, =27 |—5 +
4 g
zad.1

Do probowki o masie m1 nasypano odrobing §rutu o masie m> a nastepnie zanurzono w cieczy tak,
ze ptywata pionowo. Jezeli proboéwke delikatnie si¢ naci$nie a nastepnie pusci zacznie wykonywac
drgania o okresie 7. Przyjmujac, ze drgania nie sg thumione, znajdz ggstos¢ cieczy w ktorej ptywa
probowka. Pole przekroju poprzecznego probéwki wynosi s a przyspieszenie ziemskie g.

Dane: mi,m2, T, s, g
Szukane: p

Rozwigzanie
Wiemy, ze probowka wykonuje nie ttumione drgania w cieczy, ale nie wiemy czy jest to

ruch harmoniczny. Jezeli upewniliby$my si¢, ze mamy do czynienia z ruchem harmonicznym to
moglibySmy postuzy¢ si¢ znanymi juz nam wzorami opisujacymi ten ruch. Jak si¢ przekonaé czy
mamy do czynienia z ruchem harmonicznym? Musimy przeanalizowac sity dziatajace na probowke.
Jezeli wypadkowa sita jest proporcjonalna do wychylenia to jest to sita harmoniczna a ruch jest
ruchem harmonicznym. Aby to sprawdzi¢ zaczniemy od rysunkow.

1) 2)

< M E ¥ B
$ Fy,
_ Ax ;
v Fg Fg
F, ¢ - sifa grawitacji x - glebokos$¢ zanurzenia probowki w sytuacji 1)
w1 - sita wyporu w sytuacji 1) x + Ax - glebokos$¢ zanurzenia proboéwki w sytuacji 2)

Fy,, - sita wyporu w sytuacji 2)

1) W pierwszej sytuacji probéwka plywa swobodnie w cieczy (wypadkowa sita jest rowna 0). Na
probowke dziataja dwie sity ktore si¢ rOwnowaza

—

F, +F, =0 = F“W1=—Fg = F, =F,. (1)



2) W sytuacji drugiej kto$ nacisnagt proboéwke zanurzajac ja dodatkowo o Ax. Po usunigciu sity
zewngtrznej (nacisku) probowka zacznie si¢ wynurzaé, gdyz wyniku dodatkowego zanurzenia sita

wyporu wzrosta i teraz nie rownowazy si z sitg grawitacji £, < Fy,, .

Wypadkowa sita pojawiajgca si¢ po dodatkowym zanurzeniu bedzie réwna

By =ty b, = F,,=F,—F,. 2)
W zapisie skalarnym uwzglgdniono zwroty wektorow (stad znak "minus")

Korzystajac z rownan (1) 1 (2) mozemy zapisa¢ nast¢pujacg zaleznos¢ na wartos¢ sity wypadkowe;j

F,, =Fy, —Fy,. 3)

wyp
Warto$¢ sity wyporu zgodnie z prawem Archimedesa réwna si¢ ci¢zarowi cieczy wypartej przez
ciato. Ciezar cieczy Qc jest rowny jej masie me pomnozonej przez przyspieszenie ziemskie g.

O =mg. “4)
Mase wypartej cieczy mozna obliczy¢ mnozac objetos¢ czgsci probowki zanurzonej w cieczy V
przez gestos¢ cieczy p

m,=Vp. )
Objetosci wypartej cieczy w sytuacjach 1) 1 2) mozemy zapisac nastepujaco
Vi=xs, V,=(x+Ax)s (6)

Korzystajac z powyzszych réwnan zapiszmy wzor na wartos¢ sity wypadkowej w sytuacji 2)
F,,=Fy,—Fy =V, pg—V,pg =(x+Ax)spg —xspg .

Ostatecznie

F,,, =spgAx (7)
W powyzszym réwnaniu wielkos$ci s, g 1 p sa state a wiec ich iloczyn réwniez jest staty

Spg = const

Przyjmujac, ze powyzszy iloczyn jest rOwny k otrzymamy nast¢pujace roOwnanie na site wypadkowa
F,, =kAx. (8)
Analizujac rownanie (8) mozemy doj$¢ do wniosku, ze wypadkowa sita dziatajaca na probowke jest
proporcjonalna do jej dodatkowego zanurzenia (rowniez wynurzenia) czyli do Ax. Jest to wigc sita
harmoniczna a k = spg jest stalg sprezystosci.

Mamy do czynienia z ruchem harmonicznym wigc skorzystajmy ze wzoru na okres drgan w tym
ruchu

T=27r\/%, gdzie m=m +m,, k=spg )
stad
7oy |Mtm =47zz(m1+m2)
spg sgT?
Odp.

: . 47’ (m, +
Gestos¢ cieczy wynosi p = 7r(m—12mz) .
sgT



2. Na sprezynie zawieszono ci¢zarek o masie m; a nastgpnie w wprowadzono go w ruch tak, ze
wykonywat drgania harmoniczne o okresie 771. Nastepnie do tej samej sprezyny z ci¢zarkiem m
dotagczono dodatkowy cigzarek. Jaka jest masa dodatkowego cigzarka jezeli tym razem uklad
wykonywat drgania harmoniczne o okresie 72?7 O ile wydhluzyla si¢ sprezyna pod wpltywem
dodatkowego obcigzenia? Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

2)
&

Dane: m1, T1, 1>, g
Szukane: mg2, x

Rozwigzanie

Zacznijmy od rysunku.
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W sytuacji 1) sprezyna jest obcigzona ci¢zarkiem o masie m; i wykonuje drgania o pewnej
amplitudzie 4 oraz okresie 71.

W sytuacji 2) sprezyna jest obcigzona cigzarkami o lacznej masie mi + m2 1 wykonuje drgania o
pewnej amplitudzie 4 1 okresie 7. Potozenie rownowagi znajduje si¢ nizej od potozenia rdwnowagi
w sytuacji 1) bo pod wptywem dodatkowego obcigzenia sprezyna wydtuzyta sig o x.

W obu przypadkach mamy do czynienia z drganiami harmonicznymi bo w przypadku sprezyny sita

jest proporcjonalna do wydluzenia sprezyny. Zapiszmy wigc wzory na okresy drgan w obu
przypadkach

T =27r‘/%, T, =27r‘/% : (1)

Przeksztalcajac wzory mozemy otrzymac zalezno$ci na stalg sprezystosci sprezyny k
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Przeksztalcajac powyzsze rdwnanie otrzymamy mase¢ dodatkowego ci¢zarka
T 2
m,=m|| =| —1 3
-n(2) ;

Wydtuzenie sprezyny x wyliczymy korzystajac z prawa Hooke'a. Dla odksztalcen sprezystych
wydtuzenie jest proporcjonalne do dziatajacej sity

F =kx )
F=mg = mg=kx (5)

Przeksztalcajac rownanie (5) oraz korzystajac z réwnan (2) i (3) mozemy zapisaé

2
_mg_ (LY || T (@ -T)g
X= =m, g——= 5
k T; 47 °m, 4r

Odpowiedz
T 2
Masa dodatkowego ciezarka wynosi #1, = m, [?2] —1 | a sprezyna wydtuzyla si¢ o
1
2 2
odcinek x = M

4r?

Zadania do samodzielnego rozwiazania

zad. S 1

W rurce zgietej w ksztatcie litery U znajduje si¢ stup wody o tacznej dtugosci /, przy czym w chwili
poczatkowej poziom wody w jednym ramieniu rurki jest wyzszy niz w drugim. Jaki begdzie okres
drgan stupa wody jezeli sily lepkosci uznamy za pomijalnie mate? Wykonaj rysunek. Dane jest
przyspieszenie ziemskie g.

Woda w U - rurce

Odp. T=2x s
\ 2¢



zad. S 2

Okres drgan pewnego wahadta matematycznego wynosit 7:. Wahadlo umieszczono w windzie 1
wprawiono w ruch. Winda zaczgla porusza¢ si¢ w gorg ruchem jednostajnie przyspieszonym.
Oblicz nowy okres drgan wahadta jezeli wiadomo, ze w ciggu czasu ¢ winda pokonata odcinek s.
Wykonaj rysunek i zaznacz odpowiednie wektory. Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

Wz6r na okres drgan wahadla matematycznego 7' =27 \/z gdzie / jest dlugo$cig wahadta.
g

Odp.
g
T,=1, r
g+tT
zad. 1

Na koncach odcinka o dtugosci d umieszczono dwa tadunki o warto$ciach g+ oraz 2¢. (g, = |q7| ).

Wyznacz w jakich punktach prostej przechodzacej przez obydwa tadunki
a) natezenie pola elektrycznego jest réwne 0

b) potencjat pola elektrycznego rowna si¢ 0

Pomijamy trywialne rozwigzania +oo oraz -co.

Dane: d, g+, 2q-
Szukane: x

Wstep teoretyczny

Zanim przystapimy do rozwigzywania zadania przypomnijmy sobie jak wygladaja linie sit pola
elektrycznego pochodzace od tadunkéw punktowych (dodatniego i ujemnego). Kierunek 1 zwrot
wektorow natg¢zenia pola elektrycznego pokrywa si¢ z liniami sit pola.

Jak wida¢ linie sit pola elektrycznego (tym samym wektory natezenia pola) beda skierowane "od"
dodatniego tadunku punktowego oraz "do" ujemnego tadunku punktowego.
Nate¢zenie pola elektrycznego tadunku punktowego (wielko$¢ wektorowa) mozna zapisaé
nastepujacym rOwnaniem

E=kL

2
r

N | N

skalarniec E =k %
r

2

gdzie k= , k -stata elektryczna zalezna od o$rodka, & - przenikalno$¢ elektryczna prézni,

dree,

& - wzgledna przenikalno$¢ elektryczna osrodka, ¢ - warto$¢ tadunku, 7 - wektor przemieszczenia
(7 to odlegto$¢ pomiedzy tadunkiem a punktem w ktéorym mierzymy natezenie pola).



Potencjat pola elektrycznego tadunku punktowego (wielkos$¢ skalarna) mozna zapisa¢ nastepujgcym
wzorem

v=kd
r
gdzie r to odleglo$¢ pomiedzy tadunkiem a punktem w ktorym mierzymy potencjat pola.

Rozwigzanie
a) wykonajmy rysunek i zastandowmy si¢ w ktorych punktach na prostej wypadkowe natgzenie pola

moze by¢ rowne zero czyli Eq t+E, - = 0.

X d
N q+ N
1./ e ? ~\24- 3
+— @ e @) >
El,q+ E1,2q— E2,q+ 2,2q- E3’2q, 3.q+

Musimy pamigtaé, ze natezenie pola to wielkos¢ wektorowa. Warunkiem koniecznym na to, ze
suma wektorow ma by¢ rowna zero sg te same kierunki i warto$ci wektorow, ale ich przeciwne
Zwroty.

Kierunki wszystkich wektorow na rysunku sa takie same (pokrywaja si¢ z prosta przechodzaca
przez tadunki) a zwroty sg rézne w zaleznosci od punktéw w ktorych rozpatrujemy wektory
natgzenia.

1) W punkcie 1. wektory natezenia pola majg przeciwne zwroty (czyli jest nadzieja na
wyzerowanie). Warto$¢ fadunku dodatniego jest mniejsza od ujemnego, ale punkt po lewej stronie
znajduje si¢ blizej tadunku dodatniego a wigc mniejsza warto§¢ ladunku moze zostaé
zrekompensowana przez mniejszg odleglo$¢ od punktu. W okolicy punktu 1 (czyli po lewej stronie
tadunku dodatniego) wektory natgzenia pola powinny si¢ wyzerowaé. Musimy wyliczy¢ ile
konkretnie wynosi x.

2) W punkcie 2. czyli pomiedzy tadunkami zwroty wektoréw sa jednakowe a wigc nie ma
mozliwosci na wyzerowanie wypadkowego natezenia pola (jego warto$¢ zawsze bedzie wigksza od
0)

3) W punkcie 3. wektory natezenia pola maja przeciwne zwroty (czyli bylaby nadzieja na
wyzerowanie). Wypadkowy wektor begdzie jednak rézny od zera bo warto$¢ tadunku dodatniego
jest mniejsza od tadunku ujemnego a przy tym tadunek dodatni znajduje si¢ w wiekszej odleglosci
od punktu 3. niz tadunek ujemny.

Skoro wyeliminowali$my punkty pomig¢dzy tadunkami i po ich prawej stronie, skoncentrujmy si¢
na wyliczeniu odleglosci x.
Suma wektorow natgzen pol elektrycznych w punkcie 1. ma by¢ rowna 0 a wigc

+E1,2q7 =0

E L,g+
Przechodzac na zapis skalarny musimy uwzgledni¢ zwroty wektorow.

—E, . +E,, =0 (znakminus bo zwrot E, , jest przeciwny do osi x)
a wigc

E

1,2g—

=F

l,g+

mozemy zapisac |q7| =g, =q awigc



kz_qzzk%
(x+d) X

2% = (x+d) \\f

Wiemy, ze x > 0 oraz x + d > 0 a wigc w powyzszym przypadku nie musimy rozwigzywac
robwnania kwadratowego, lecz wystarczy rOwnanie obustronnie pierwiastkowaé. Stad po
przeksztatceniach
o d

J2-1
Punkt w ktorym wypadkowe natezenie pola elektrycznego jest rowne zero lezy po lewej stronie od

d

tadunku dodatniego w odlegtosci x = —— od niego.
J2-1

b) obliczanie wypadkowych potencjatéw jest prostszym zadaniem ze wzgledu na to, ze potencjal
jest wielkos$cig skalarng a wigc w tym przypadku wystarczy zwykle sumowanie. Musimy jednak
pamietaé, ze potencjat elektryczny od tadunku ujemnego ma warto$¢ ujemnag a od dodatniego
dodatnia.

Podobnie jak w podpunkcie a) wykonajmy rysunek i zastanowmy si¢ mniej wigcej w ktorych
punktach wypadkowy potencjal mogtby by¢ rowny zero czyli V,, +V, =0.

q-

¥ d
1
AN q+ AL
1.7 S 2. ~ 24- 3.
. @® o ) .
Vl,q+ + Vl,Zq* =0 H_jI/Z,q+ + Vz,zqf =0 V3,q+ + 1/3,qu <0
X2

Potencjaty V., V,, maja przeciwne znaki a wigc warunkiem wyzerowania potencjalu w danym

punkcie jest rowno$¢ ich warto$ci bezwzglednych.

1) w punkcie 1. jest szansa na wyzerowanie wypadkowego potencjalu. Wprawdzie warto$¢ fadunku
dodatniego jest mniejsza od wartosci bezwzglednej tadunku ujemnego, ale tadunek g+ znajduje si¢
blizej punktu 1. niz tadunek 2q. .

2) w punkcie 2. jest szansa na wyzerowanie wypadkowego potencjatu, ale spodziewamy sig, ze
punkt 2. bedzie blizej tadunku ¢+ (ze wzgledu na to, Zze jego warto$¢ jest mniejsza od wartosci
bezwzglednej tadunku ujemnego).

3) W punkcie 3. (na lewo od tadunku ujemnego) nie ma mozliwosci wyzerowania potencjatu bo
warto$¢ bezwzgledna potencjatu od tadunku ujemnego bedzie zawsze wigksza od potencjatu
tadunku dodatniego.

Obliczmy wigc odlegtosci x1 oraz x».

ViewtVi =0

Lg+ 29—
dla wygody mozemy zapisa¢ g+ = q oraz 2q. = -2q stad
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X,  x+d X, x+d
Po elementarnych przeksztalceniach otrzymamy
x=d.

Wyliczmy teraz x;
Vz,q+ + Vz,zqf =0
P =2 g = f Lo 29

x, d-x, X, d —x,

stad
d
X, = 3

Wypadkowy potencjat bedzie rowny zero w punktach x1=d oraz x> = d/3.

zad. 2

Cztery ladunki g1 = g+, g2 = g+, q3 = 2., g4 = 2q. (gdzie g, =|g_|) umieszczono w rogach kwadratu
o bokach a (patrz rysunek). Wyznacz wypadkowe nat¢zenie pola elektrycznego oraz potencjat w
srodku tego kwadratu. Wyznacz wektor sily dzialajacej na dodatkowy tadunek ujemny Q-
umieszczony w $rodku tego kwadratu? Wyznacz energi¢ potencjalng dodatkowego tadunku
umieszczonego w tym punkcie. Dana jest stata elektryczna os$rodka k.

Dane: a, g+, 2q-, O-, k
Szukane: Ew,Vw, F, Ep

Rozwigzanie
Natezenie pola elektrycznego to wielko$¢ wektorowa a wigc zacznijmy od rysunku.

1) a 2)
AN

q1 q> q1
@ 3 @

Na rysunku 1) przedstawiono wektory natezenia pola w punkcie znajdujagcym si¢ w Srodku
kwadratu. Na rysunku 2) wektory te zsumowano. Wektor wypadkowego nat¢zenia pola mozna
zapisa¢ ponizszym réwnaniem

E,=E+E,+E,+E,.

W celu obliczenia warto$ci wektora Ew przejdzmy na zapis skalarny. Musimy jednak pamigtac o
kierunkach i zwrotach wektoréw sktadowych.



Z rysunku wida¢, ze mozemy zapisa¢ nastgpujaca relacje pomiedzy dtugoscig (wartoscig) wektora
Ew oraz sumg dhugosci wektorow E1 i E3

E, =~J2(E, +E,)

stad

2
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a2 av?2 a2 a2
2 2 2 2
po elementarnych przeksztatceniach otrzymamy warto$¢ wektora natezenia pola w srodku kwadratu
(kierunek 1 zwrot jak na rysunku)

E, =k
a

Przystapmy do obliczen potencjalu wypadkowego V. Teraz bedzie tatwiej bo potencjal to wielkos¢
skalarna

Vy=Vi+V,+V,+V,

A A A

a2’ a2’ a2’ a2

2 2 2 2

podstawiajac do powyzszych rownan g, = ¢, = g oraz g, = q, =—2q otrzymamy

—2q k—2q 4q

q q
PN RN PN TN N
2 2 2 2

Vy =V, +V,+V,+V, =k

Wypadkowy potencjat w $rodku kwadratu wynosi Vyy = —k \/qz .
a

Wyznaczmy sile dzialajaca na ujemny tadunek Q. ktory dodatkowo umieszczono w srodku
kwadratu. Jezeli znamy natg¢zenie pola elektrycznego jest to banalnie proste.

Skorzystamy z og6lnego wzoru na sil¢ dziatajaca na tadunek elektryczny g w polu elektrycznym o
natezeniu £

F=qF
stad
-QE,.
Warto$¢ wektora sity zapiszemy roéwnaniem
6
F=k%23
a

Odpowiedzmy jeszcze jaki bedzie kierunek i zwrot tej sity.

Postuzmy si¢ ponizszym rysunkiem
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Kierunek sily dziatajacej na tadunek w polu elektrycznym jest zawsze taki sam jak kierunek
wektora nat¢zenia pola natomiast zwroty sg zgodne dla tadunku dodatniego lub przeciwne dla
tadunku ujemnego. Jest to wyraznie widoczne we wzorze na sil¢. Jezeli wektor natgzenia
pomnozymy przez ujemng warto$¢ to otrzymamy wektor o tym samym kierunku, ale o przeciwnym
Zwrocie.

Obliczenie energii potencjalnej fadunku jest najprostsze. Skorzystamy tu z zaleznosci

E,=qV

a wiec energia potencjalna dodatkowego tadunku w $rodku kwadratu bedzie wynosita

4490
E. =0V, =—k
P Q— w a\/z .

Zwazywszy, ze tadunek Q. jest ujemny a wigc jego energia potencjalna bedzie dodatnia
(wypadkowy potencjal jest ujemny).

Jak wida¢ znajomos$¢ parametrow pola E oraz V' w prosty sposdb umozliwia nam wyznaczenie
odpowiednio sity dziatajacej na dowolny fadunek oraz jego energii potencjalne;.

Zadania do samodzielnego rozwigzania
S 1
Na koncach odcinka o dlugos$ci x znajduja si¢ tadunki +4¢q oraz -2q. Oblicz nat¢Zenie i potencjal
pola elektrycznego w punkcie A lezacym na prostej przechodzacej przez tadunki. Odlegtos¢ punktu
A od tadunku +4¢q wynosi 2x a od tadunku —2¢g wynosi x. Przenikalnos¢ elektryczna osrodka wynosi
&. Wykonaj obliczenia i rysunek (zaznacz wektory natezenia pola).

1 ¢
Odp. E,,, = v.,,=0

_£,
P 4ng x "

S 2

W 3 wierzchotkach kwadratu o bokach a umieszczono kolejno dodatnie tadunki punktowe ¢, 2¢ 1 g.
Wyznacz wypadkowe natezenie pola oraz potencjatl elektryczny w czwartym wierzchotku
kwadratu. Jaka bylaby energia potencjalna tadunku punktowego o wartos$ci -Q umieszczonego w
czwartym wierzchotku? Wykonaj rysunek, zaznacz wektory nateZenia pola elektrycznego.



Wspotczynnik przenikalnosci elektrycznej osrodka wynosi £ Odp.
kq kq : 1
E,, :?(l+\/§), V.., :7(2+\/2_), E,==0,,. gdde k=_—

zad. 1

Pomiedzy oktadki prézniowego kondensatora ptaskiego rownolegle do ptytek wpada elektron i
wylatuje pod katem a do pierwotnego kierunku. Oblicz predkos¢ poczatkowa elektronu w chwili
wejscia do kondensatora. Dane: / - dlugo$¢ oktadek kondensatora, U - napigcie (rdznica
potencjatoéw) pomiedzy oktadkami kondensatora, d - odlegtos¢ miedzy oktadkami kondensatora, e
tadunek elektronu, m - masa elektronu. Zaktadamy, Ze sity grawitacyjne s3 pomijalnie mate.

Dane: o, [, U, d, e, m
Szukane: Vo

Krotki wstep teoretyczny

Kondensator to urzadzenie sluzace m.in. do magazynowania ladunku (jest wiele innych
zastosowan kondensatorow). Czym ro6zni si¢ kondensator od akumulatora?
Po pierwsze budowa a po drugie "mozliwosciami".

Plusem akumulatora jest mozliwo$¢ zgromadzenia wigkszego tadunku przy tych samych
gabarytach i wadze co kondensator. Plusem kondensatora jest mozliwos$¢ szybkiego tadowania 1
roztadowania kondensatora. Patrzac na kondensator elektryczny z punktu widzenia "magazynu"
tadunku elektrycznego jest to magazyn ktéry mozemy stosunkowo szybko zapetni¢ i roztadowac.

W smartfonach uzywamy akumulatorow, ktére wprawdzie dlugo si¢ laduje, ale energia
elektryczna wystarcza rowniez na dlugo. W defibrylatorach wykorzystuje si¢ kondensatory, ktore
szybko mozna natadowaé¢ do pozadanej wartosci energii np. 200 J a potem szybko roztadowac
odzyskujac zgromadzong energi¢ elektryczng w krotkim czasie. Tym samym mozemy uzyskaé duza
moc impulsu pradowego. W powyzszym zadaniu wykorzystamy wzor na warto§¢ natezenia pola
elektrycznego £ w kondensatorze

E=Z

d b
gdzie U to napigcie mi¢dzy oktadkami kondensatora (réznica potencjatéw mig¢dzy oktadkami) a d to
odleglos¢ migdzy oktadkami kondensatora.

Rozwigzanie
Zacznijmy od rysunku. Na ponizszym rysunku elektron porusza si¢ poziomo z predkoscig o

warto$ci Vo po czym wpada pomigdzy okladki kondensatora rownolegle do jego pierwotnej
trajektorii. Ze wzgledu na to, ze pomijamy sily grawitacyjne moglibySmy zorientowac¢ rysunek w
dowolnym kierunku, gdyz nie miatoby to znaczenia. Oktadki kondensatora (ptytki metalowe) sa
naladowane r6znoimiennie. Przyjatem, ze gorna oktadka jest naladowana dodatnio a dolna ujemnie
stad kierunek 1 zwrot linii sit pola elektrycznego (czarne strzatki) jest z "gory na dot". Mamy w tym
przypadku do czynienia z polem jednorodnym, czyli wektor nat¢zenia pola elektrycznego jest
jednakowy w kazdym punkcie wewnatrz kondensatora. Jezeli tadunek znalazt si¢ w polu

elektrycznym to zadziata na niego sita F = qE . W naszym konkretnym przypadku na elektron
zadzialasila F =e E.
Wartos$¢ tej sity mozemy po prostu zapisaé

F=e L. O]
Kierunek sity bedzie zgodny z liniami sit pola (z kierunkiem wektora pola elektrycznego) natomiast
jej zwrot bedzie przeciwny do zwrotu wektora nat¢zenia pola (elektron ma tadunek ujemny).



Jezeli przyjrzymy si¢ rysunkowi mozemy zauwazy¢€, ze sytuacja jest zblizona do ruchu czastki w
polu grawitacyjnym.

AN
Y

-
. Vx = VO
oy, | __L----"" T
d< I o ] styczna do trajektorii lotu w
V, punkcie koncowym
E pdraboliczna trajektoria lotu
\_ v \ 4 4
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W sytuacji 1) elektron porusza si¢ poziomo z predkoscia Vo w polu elektrycznym a wigc dziata na
niego sita F' rownolegta do wektora nat¢zenia pola elektrycznego E, ale o przeciwnym zwrocie. Sila
ta spowoduje przyspieszanie tadunku w kierunku pionowym, ale nie ma wplywu na predkosé
pozioma (jest do niej prostopadita). Trajektorig lotu elektronu bedzie wigc parabola tak jak to
obserwowalismy w polu grawitacyjnym. W punkcie 2) (u wylotu kondensatora) elektron ma juz
nowg predkosé (zmiana wartosci, kierunku i zwrotu) gdyz podczas lotu przez caty czas dziatata sita
F nadajac elektronowi pionowe przyspieszenie.

Przystapmy do obliczen.

W kierunku poziomym elektron poruszat si¢ ze statg predkoscia Vo. W tym wypadku mozemy
zapisa¢ nastepujaca zaleznos¢ na predkos¢ tadunku (ruch jednostajny)

[

V, = ; gdzie ¢ jest czasem przelotu elektronu przez kondensator. (2)

W kierunku pionowym bedziemy mieli ruch jednostajnie przyspieszony stad zalezno$¢ na predkosé
koncowa w kierunku pionowym (potozenie 2)

V, =at gdzie a jest przyspieszeniem elektronu. 3)

Na rysunku wida¢, ze mozemy zapisa¢ nastepujaca zaleznos$¢

V)’
ga =—. 4
7 @
Sprobujmy wyliczy¢ predkos¢ ¥y, korzystajac ze wzoru (3). Na poczatek wyznaczmy przyspieszenie
elektronu a. Mozemy to zrobi¢ postugujac si¢ Il zasada dynamiki Newtona F' = ma stad

a=— (5)
m

Podstawiajac rownanie (1) do wzoru (5) uzyskamy



e E
a=— (6)
m
Teraz skorzystamy ze wzoru na natezenie pola elektrycznego wewnatrz prézniowego kondensatora
ptaskiego (patrz wstep teoretyczny)

U
E=—. (7
d
Podstawiajagc powyzsze rownanie do wzoru (6) otrzymamy ostatecznie wzor na warto$¢
przyspieszenia elektronu
e U
md
Czas przelotu elektronu mozemy wstepnie zapisaé przy pomocy przeksztatconego roéwnania (2)

ad —

(8)

t=—. (9)

V. =at=

y

mdl (10)

Po podstawieniu powyzszego wzoru do rownania (3) uzyskamy
V, eUl

tga =—= -
v, mdv;

a stad wzor na predkos¢ poczatkowgq elektronu

v, = e Ul

mdtgo

Ze wzgledu na dosy¢ ztozony wzdr 1 potaczenie roznych wielkosci dla pewno$ci wykonajmy
jeszcze rachunek jednostek.
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