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Tematyka wykiadu

Fizyka jako nauka, wielkosci fizyczne 1 ich jednostki
Kinematyka

Dynamika ruchu postepowego

Pole grawitacyjne

Ruch obrotowy

Drgania i fale

Mechanika ptynow 1 gazow

Przemiany gazowe



Tematyka wykitadu c.d

9. Termodynamika

10. Pole elektryczne 1 prad staty

11. Pole magnetyczne

12. Indukcja 1 fale elektromagnetyczne
13. Optyka geometryczna i falowa

14. Fizyka kwantowa 1 relatywistyczna

15. Zagadnienia fizyki wspolczesne;
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1.Przedmiot zainteresowan fizyki jako nauki

2. Metody badan stosowane w fizyce

3. Skala zjawisk 1 uktady jednostek wielkosci fizycznych
4. Rodzaje wielkosci fizycznych

5. Algebra wektorow

6. Fizyka a rachunek rozniczkowy 1 catkowy



Co to jest fizyka

Wigkszos$¢ dyscyplin naukowych mozna zdefiniowa¢ podajac ich
przedmiot zainteresowan. I tak biologia zajmuje si¢ organizmami zywymi,
geografia badaniem Ziemi itp.. W przypadku fizyki taka definicja jest
trudna. Przedmiotem zainteresowania fizyki jest cala materia. Fizyka, ktora
od greckiego ,,FIZIS czyli przyroda nazywana byta kiedys filozofia
przyrody bada najbardziej ogolne prawa rzadzace przyroda. Badania te
mozna wykonywac réznymi metodami. Podstawowymi sg badania

teoretyczne I badania doswiadczalne .

Fizyk teoretyk bedzie staral sie wyjasni¢ znane zjawiska w oparciu o
proste reguly, oraz przewidywac nowe prawa i zaleznosci pomiedzy
zjawiskami.

Fizyk doswiadczalny ma za zadanie odkrywac i opisywac¢ nowe zjawiska i
prawidlowosci nimi rzadzace, lub sprawdza¢ doswiadczalnie
przewidywania teoretyczne




Szybki rozkwit nauk przyrodniczych w ostatnim czasie
zawdzigczamy silnemu oddzialywaniu pomiedzy teorig a
doswiadczeniem.

Ze stowem FIZYKA spotykamy si¢ bardzo cz¢sto m. in. w
nazwach innych dziedzin nauki jak np.. biofizyka, astrofizyka,
geofizyka, fizykoterapia.

Biofizyka bada strukture 1 funkcjonowania makroczasteczek z
ktorych jestesmy zbudowani.

Geofizyka I astrofizyka zajmuja si¢ badaniem naszego
makroskopowego otoczenia.

Znamy oczywiscie szereg innych dziedzin fizyki. Sg nimi np..



 Fizyka ciala stalego — badajaca wlasno$ci materii skondensowanej

e Fizyka atomowa  -- badajaca strukture atoméw
* Fizyka statystyczna — badajaca uklady wielu czastek
e Fizyka jadrowa -- badajaca wlasnoSci jader atomowych
* Fizyka czastek
elementarnych -- zajmujaca si¢ wlasnosciami tych czastek i

oddzialywaniami pomi¢dzy nimi
* Fizyka medyczna -- stosujaca metody fizyczne w medycynie

Zobaczmy, z jakimi obiektami nie makroskopowymi mozemy
mie€ do czynienia w badaniach fizycznych.




Skala przestrzenno-czasowa zjawisk fizycznych

Galaktyki sfotografowane
przez Kosmiczny Teleskop
Hubble’a skierowany na
»wpusty” obszar nieba w
Wielkiej NiedZwiedzicy.

Dlugos¢ rownika - 40 tysiecy,

odleglos¢ do Ksie¢zyca - 384 tysiace, odleglos¢ do
Stonca - 150 milionow, odleglos¢ do najblizszych
gwiazd, 4*10%3,

promien dostepnej do obserwacji czesci
Wszechswiata - 1.5*10% kilometra.

OKkres obrotu Ziemi wokol wlasnej osi - 1/366,
okres obrotu Ziemi wokol Slonca 1,

okres obrotu Stonca wokol srodka Galaktyki -
240 milionow,

wiek Ziemi - 4.6 miliarda,

wiek Wszechswiata - okolo 15 miliardow.



Rozmiary Wszechswiata

D. Goldsmith ,,Najwieksza pomytka Einsteina?” _
Orbita Plutona — 60 cm

\

Wyobrazmy sobie Stonce o
wielkosci ziarnka piasku. O

Orbita Ziemi — 2,5 cm

Do najblizszej gwiazdy (Alfa Centauri) odlegtos¢ wynosi ponad 3 km.

Nasza Galaktyka (Droga Mleczna) Tyle ziarenek piasku miesci

ﬁ

zawiera okoto sto miliardéw gwiazd. sie w pudetku po butach.
Wielkos¢ Galaktyki w tej skali Galaktyke
odpowiada odlegtosci Ksiezyca —— wypetnia gtdwnie

od Ziemi. pusta przestrzen.



Rozmiary Wszechswiata

D. Goldsmith ,,Najwieksza pomytka Einsteina?”

Zmiana skali: Droga Mleczna wielkosci duzego talerza.

Stonce
Gwiazdy widoczne golym okiem znajdujg sie
w odlegfosci 3 mm od Stonca (wiekszosS¢ z
nich ponizej 1 mm).
Najblizsza sgsiednia galaktyka, Wielka Mgtawica Andromedy to
drugi talerz w odlegtosci kilku metréow.

l

Galaktyki tworzg gromady galaktyk. Droga Mleczna nalezy do Grupy Lokalnej

W naszej skali: Grupa Lokalna to kikadziesiat tac, talerzykoéw itp.
W odlegtosciach kilku do kilkunastu metrow od siebie.



Rozmiary Wszechswiata

Najblizsza gromada galaktyk
(gromada w Pannie) odlegta o
kilkaset metrow.

Inne gromady galaktyk: gromada R
w Warkoczu Bereniki odlegta o

1,5 km,
gromada w gwiazdozbiorze
Bliznigt — 6 km.

Promien obserwowalnego Wszechswiata ponad 42 km.



Skala przestrzenno-czasowa zjawisk fizycznych

Charakterystyczne rozmiary w skali
mikroskopowej (m):
grubo$¢ wlosa - 104,
$rednica wirusa ospy - 107,
promien atomu - 107,
promien jadra atomowego - 10-4,
rozmiar elektronu - ponizej 10-18,

... 1 czasy (S):
btysk lampy btyskowej - 0.001,
czas lotu elektronu w kineskopie - 108,
najkrotsze btyski laserowe - 1071,
czas zderzen jadrowych - 10-23




Rozmiary atomu

N Tak wygladaja proporcije

A ™ rozmiarOw jadra atomowego i
.f'f( \ catego atomu.
| g—lﬂﬂ_aﬂﬂ

\ y,

Swiat zaréwno w mikro, jak i makroskali
wypeinia giownie pusta przestrzen.



Przeglad podstawowych rozmiarow

Odlegtos¢ Ziemia-Stonce: 150 000 000 000m

Dhugos¢ muru chinskiego: 2 400 000m

Wysokos¢ Mt. Everestu: 8 848m

Vﬂ Grubos¢ wtosa ludzkiego: 0.000 08m

28 R ozmiar czasteczki H,O : 0.000 000 001m
Rozmiar atomu: 0.000 000 000 3m
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Wielkosci fizyczne

Wielkosci skalarne wyrazane sg 1losciowo jedng liczbg.
Przyktady: masa, czas, temperatura, potencjat elektryczny.

M=2,4 kg

Wielkosci wektorowe wyrazamy za pomocg n liczb.

Liczba n odpowiada wymiarowi przestrzeni, w ktorej prowadzimy
analiz¢ badanego zjawiska.

Przyktady: predkosc, ped, sila, przyspieszenie, natezenie
pola elektrycznego.

F =[4,2]N a _

N L

T~

Skladowe wektora — ’ X'




Wielkosci fizyczne

Wielkosci tensorowe stosujemy do badania osrodkow 1 zjawisk o
cechach anizotropowych czyli takich, ktorych wiasnosci zaleza od
Kierunku w przestrzeni.

Przedstawiamy je za pomoca tablicy liczb, ktore zapisujemy w
postaci macierzy.

Za pomocga tensoroOw opisujemy na przyktad wlasnosci krysztatlow 1
osrodkow ciggtych. Takie wielkosci jak przewodnos¢ elektryczna,
przenikalnos¢ elektryczna i magnetyczna zalezg od kierunku
wzgledem osi krystalograficznych w krysztatach - majg wigc charakter
tensorowy.



Jednostki

W Polsce stosujemy Miedzynarodowy Uktad Jednostek,
"SIY. Podstawowymi jednostkami tego uktadu s3:
jednostka dlugosci (metr), masy (kilogram) 1 czasu

(sekunda).

Oprocz nich, za podstawowe uwaza si¢ jeszcze jednostki
nat¢zenia pradu, Swiattosci, temperatury bezwzgledne;j
oraz 1losc1 materii.



Jednostki podstawowe

wielkos¢ fizyczna nazwa jednostki
dhugos¢ metr
masa Kilogram
czas sekunda
natezenie pragdu amper
temperatura bezwzgledna kelwin
Swiattos¢ kandela

1lo$¢ materii mol

oznaczenie

cd




Jednostki pod I wielokrotne

Uklad jednostek SI: m, kg, s, mol

femto- 1015 micro- 10 kilo- 10°
pico- 102 mili- 103 mega- 10°
nano- 10 centi- 102 giga- 10°



Pomiar podstawowych wielkosci mechaniki

Pomiar dlugosci

Pomiar przy pomocy czesci ciala: tokiec, stopa

1m— Biegun— Paryz — Réwnik

10,000,000

1m jest dlugoscia, jaka $wiatto pokonuje w  1/299 792 458
czesci sekundy




Jednostki

Jednostka dlugosci - metr, jest to dlugos¢ rowna 1650763,73 dtugosci fali w
prozni odpowiadajace) pomaranczowej linit w widmie promieniowania
kryptonu ®Kr (przejscie pomi¢dzy poziomami 2p,, i 5d,). W Sl jeden metr

jest tez zdefiniowany jako odlegtosc jaka przebywa swiatto w prozni w czasie
1/299,792,458 sekundy

Jednostka masy - kilogram, do 2019 roku byta to masa wzorca wykonanego
ze stopu platyny 1 irydu (stop bardzo twardy 1 odporny na korozje) 1
przechowywanego w Miedzynarodowym Biurze Miar 1 Wag w Sevres koto
Paryza (w przyblizeniu masa jednego litra czyste] wody w temperaturze
4°C). Od 2019 kilogram jest zdefiniowany przez wartosc stalej Plancka,
ktora wynosi 6,626 070 15x10-34 Js

Jednostka czasu - sekunda, jest to przedzial czasu réwny 9 192 631 770
okresom promieniowania emitowanego przy przejsciu pomi¢dzy dwoma
nadsubtelnymi poziomami stanu podstawowego atomu cezu 133Cs.



Jednostki

Inne jednostki:
Odleglos¢ do gwiazd wyraza si¢ czesto w latach Swietlnych.
Wykorzystujemy tu zwigzek: g=V-t

Inny przyktad to wyrazanie masy w jednostkach energii
wykorzystujac stynny wzér Einsteina ~E =m-c?

Mase czastek elementarnych wyrazamy zazwyczaj w
megaelektronowoltach (MeV). Znajac wartos$¢ predkosci Swiatla 1
mase w megaelektronowoltach, nietrudno jednak wyrazi€ jg takze
w kilogramach. Bedzie to oczywiscie wartos¢ bardzo mata.



Wektory

e Do pelnego scharakteryzowania skalara wystarczy
jedna liczba. Jednak wiekszos¢ wielkosci
fizycznych wymaga podania wigkszej 1losci liczb.
Takie wielkosci nazywamy wektorowymi (jesh
wystarczg 3 liczby) lub tensorowymi

* Przyklady wektorow: Sita, predkosc,
przyspieszenie, ped, moment pedu

* Przyktady tensorow: Moment bezwtadnosci,
przenikalnos¢ elektryczna



WEKTORY

1- geometrycznie: 2- algebraicznie:
element zorientowany zbior liczb R"
A=[A, A, A]
ADB ek
B a0 A B =[B,, B,, Bs]

/ A®B = [A+By, Ayt By, Agt By
aeA = [aA,, aA,, aA]



Prawo lacznosci dodawania

jeslia,np,ceVio a® (bdc)=(a@b)dc

(A®B)@C
A®(BOC)




Element zorientowany < tréjce liczb
(Uklad Kartezjanski)

A=[A.A A]

A »/A:(Ax-?) ® (A, ]) ® (A, o k)
k
. —y

|/ j




lloczyn skalarny - geometrycznie

AoB=abcoso /b/ 3
- . K
gdzie a1 b sg dlugosciami B
wektorow a o jest katem miedzy A
nimi a
Np:

iloczyn skalarny dwoch wersorow prostopadtych;

AoB=1-1-c0s90°=0



Kat miedzy wektorami

Kat miedzy dwoma wektoramai jest zdefiniowany przez
Iloczyn skalarny

np:
Znajdz kat miedzy [2,0] and [1,1].

2-1+0-1

= 45°
V22 402 .12 412

@=cos 1




lloczyn skalarny w ukladzie
wspolrzednych

B=[b,b,,.]

Z\:[alyaZP"] AOB:iaibi
1=1

aob = (ayi +ayj+ask)o (byi+byj+bk)=
= ayby cos0” + a4b, c0s90” + a4b; c0S90” +
+a,hy c0s90° +a,b, cos0” + asby c0s90° +
+ asby c0s90” + agh, c0s90” + aghby cos0” =

=a1bl+a2b2+a3b3 —aob

np: [1,-1,2] 0 [2,3,0]= 12+ (-1):3+2:0="-1



Dlugos¢ wektora=modul=wartos¢
bezwzgledna

Jest to liczba zdefiniowana przez iloczyn
skalarny:

a|=aoa=+a?

>l

np: geometrycznie

A=‘A‘=\/ﬁ=\/a2-COSO°=a a



Rzut wektora

Dla dowolnego wektora A | wektora jednostk. € , wektor
Aj=(Acej)ee

Jest zwany rzutem wektora A na kierunek wektora €;

N2 a | A, =(acosp)
| - _ A
< : A, =(a-1-cosp)-i
| KX A,



Skladowe

Np.: przestrzen 2D X

A, =Aoil=
=A-1-cosa
=ACos a

—_—

A,=Acosa ei

A, =AcosPB=Asina
X Ay Asin o oJ




Dodawanie wektorow

y
(AT T T T 3 A |
B,
y I
B
R},{ | :
A A |
’ |
\ = X
O Ax Bx
N B




lloczyn wektorowy

lloczynem wektorowym A x B jest _wektor C,
ktorego modut jest réwny

C = ABsin0

| ktory jest prostopadly do ptaszczyzny na ktorej 0
leza A 1 B. Zwrot wektora C okresla regula A B
prawej dloni ( $ruby prawoskretnej)



Iloczyn wektorowy w ukladzie
wspolrzednych

Mozna go obliczy¢ metoda wyznacznika:
I ] Kk
axb=la, a, a,

b, b, b

axb=1[a,b, —a,b,]
T j[a3b1 - a1b3] T k[a1b2 - a‘Zbl]



Rachunek rozniczkowy 1 calkowy
w fizyce
*Funkcja jednej zmiennej

Zmi les . Zmienna
mienna zaleznd | YF Slﬂftii niezalezna

» Wykres y=f(t)
* jest krzywa plaska




Pojecie pochodnej

Gdy ciato porusza si¢ po linii prostej, wspotrzedna jego
potozenia X zmienia si¢ wraz z uplywem czasu t.

£

X X

Przypusémy, ze w pewnym przedziale czasu At potozenie
zmienito si¢ o Ax. Powiemy, ze w przedziale czasu
At cialo miato predkos¢ srednia:

AX
Vsr - .
Al



Pojecie pochodnej

Jednak w czasie At ciato moglo zwalnia¢ 1 przyspiesza¢. Mozna
zatem zadac pytanie: jaka byta predkosc¢ chwilowa na poczatku
omawianego przedziatu czasu?

Aby uzyska¢ odpowiedz na tak postawione pytanie, nalezaloby
zmierzy¢ zmiang potozenia ciata w krotszym przedziale czasu.

£ £

X X X X

. . . - A X
Interesuje nas wiec granica v=I1lim  —/—

At—>0 At
. a
Zwana pochodng potozenia x wzgledem czasu t. -,



Definicja pochodnej

Przypus¢my, ze okreslona jest funkcja y(x), ktora
przyporzadkowuje wielkosci x (zmiennej niezaleznej)
pewng inng wielko$¢ y (zmienna zalezna).

Pochodng funkcj1 y(x) w punkcie x, nazywamy granice
,,1lorazu roznicowego”:

Ay Y(Xo + AX) — Y(Xq)

Y'(xo)=1lim- =1lim N

AX—>0 AX AX—>0



Interpretacja geometryczna

Wartos¢ 1lorazu roznicowego
AY/AX jest tangensem kata,
okreslajacego nachylenie
siecznej, czyli linii, ktora
przecina krzywa w punktach
(X, y(X)) 1 (X+AX, y(X+AX)).

Kiedy AX—0, sieczna dazy
do stycznej do krzywej
w punkcie (X,y(x)).

Pochodna rowna jest tangensow1 kata nachylenia stycznej do osi
OX.



Funkcje potegowe

Funkcje potggowe maja postac y(x) = x".




Pochodne funkcji potegowych

Funkcja stala y(x) = ¢

A
y

Licznik 1lorazu réznicowego
jest rowny:

Ay = y(X+ AX) - y(x) =c-c=0

Pochodna funkcji stale;
jest rowna zero.

X

-

Funkcja liniowa y(x)=a-x
A
y

[loraz r6znicowy wynosi.

Ay  y(X+AX)-y(x) aAx
AX AX AX

a

Pochodna funkcji liniowe]
jest stata 1 wynosi a.



Pochodne funkcji potegowych

Funkcja kwadratowa y=a-x?

Iloraz r6znicowy wynosi:

Ay _ y(x+Ax)-y(x) _ 08 1

AX AX
_a(x+Ax)® —a(x)?
N AX

Y(X)=x?

= 2ax + aAX 0,6 -

Pochodna jest granicg tego 04 -
Ilorazu dla AX—0 I wynosi

y’(x)=2ax 02

Kat nachylenia stycznej do

oo y e 0 T T T/7r 1T T 1 1T 1T 1T 1T 1T 1T 1 1 T T 1
wykresu funkcji roénie wraz ze AN,
wzrostem X.



Pochodne funkcji potegowych

Funkcja trzeciego stopnia y(x) = a-x°
Iloraz r6znicowy jest rowny:

Ay  y(X+AX)-y(x) a(x+Ax)°—ax®
AX AX AX

_ 3ax®Ax +3axAx’ + aAx®
AX y(X)=x3

= 3ax? + 3axAX + aAx”®

Pochodna , czyli granica tego ilorazu dla Ax dazacego do zera,
wynosi y’(x)=3ax”



Pochodne funkcji potegowych

Funkcja stopnia -1

y
y(x) = x*

I[loraz r6znicowy wynosi:

Ay _ y(x+Ax)—y(x) _

AX AX

1 1 — AX
_x+Ax x _ X(x+Ax) -1
AX AX X(X+AX) |

A

y(X)=1/x

y’(x)=-1/x?

Pochodna jest granicg tego ilorazu dla Ax dazacego do zera 1

WYynosi y’(x) = (-1)-x~?

Funkcja jest malejaca, wigc jej pochodna jest ujemna.



Pochodna funkcji sinus

Funkcja y(Xx) = sin(x)
[loraz r6znicowy wynosi:

Ay _ sin(X + AXx) —sin(Xx) _

AX AX

AX. .  AX
2CoS(X+—)-sin(—
( 2) (2)

AX
2COoS(X + AX) X
2 2 AX
= = COS(X + —)
AX 2

Czyli sin’(x) = cos(x)

[

| y(x)=sin(x)
/ \ /

0 TI:\/ZTI: X

y’ (x)=cos(x)




Pochodna funkcji cosinus

Funkcja y(x) = cos(x) y
[loraz r6znicowy wynosi:

Ay  COS(X + AX) —cos(x)
AX AX

) AX. .  AX
—2sin(x+—)-sin(—
( 2) (2)

AX y
—23in(x+AX)-AX Ax
22 __sin(x+ =)

AX

Pochodng funkcji cosinus

jest -sinus

A
DY y(x)=cos(x) Zah
0 T 27 X>

A




Pochodna funkcji wykladniczej

Funkcja y(x) = aX y A

2,0 1 4 ex X
Licznik 1lorazu r6znicowego: 154

1X
AY = Y(X+AX) — y(X) =a*™ —a* =
0,5 -
— aXaAX _ax —_ ax(aAX —l)
—6:6 . . . —»>

-1 o 1,0
,0 0,5 0,0 0,5 X

[loraz r6znicowy ma postac:
Pochodna a* jest wiec do samej funkcji

Ay _ y(x+Ax)—y(x) _ ax(an -1 ] proporcjonalna.
AX AX AX Utamek od x nie zalezy, nie zalezy
wigc od x 1jego granica dla AX—0.

Mozna wigc napisac:

Ay X - aAX -1
— =C(a)-a’, d —
e (a) gdzie C(a) v



Pochodna funkcji wykladniczej

\ 4X eX

Funkcja y(x) = aX ox

A AX
—y:C(a)-aX, gdzie C(a):a L

y
AX AX ;
dy i
—=a"- C(a
dx IAIHJ (@) /
A X :
y / e*

2*XIn2

Po obliczeniu granicy utamka dla Ax—0

otrzymamy wzor pochodne;:
4XIn4

(a¥)’=a*-Ina




Pochodna funkcji wykladniczej

Pochodna funkcji wyktadniczej jest proporcjonalna
do samej funkcji.

yA I wy e o
/

./ X
s 2XIn2

1




Pochodna funkcji y(x)=a-f(x)

Pochodna funkcji pomnozonej )2/

2sin(x)
przez stala y(x) = a-f(x)
1
[loraz r6znicowy ma postac: /
Ay _ y(X+AX) —y(X) _ 0 - TR
AX AX \/
_a-f(x+Ax)—a- f(x) _
- AX "

Jesli obliczymy granice tego
ilorazu, otrzymamy wzor:

Ca(f(x+Ax) - f(x)] 2 2c0S(X)
= o _ 1 \ /
0 W 2t X :

y(x)=a-1'(x)




Pochodna sumy funkcji

Pochodna sumy funkcji y(x) = f(x) * g(x)
Licznik 1lorazu réznicowego jest rowny:

Ay =y (X+aX) - y(X) =
= (f(x+ax) + g(x+ax)) - (f(x) + g(x)) =

= (f(x+ax)-f(x)) + (g(x+ax)—9(x))

Caty 1loraz r6znicowy ma wiec posta¢ sumy dwoch
ilorazow rdéznicowych:
Ay F(x+Ax) — f(x) " g(x + AX) — g(x)
AX AX AX

Pochodna sumy funkcji jest rOwna sumie ich pochodnych:

y(x)=1(x) +g'(x)




Pochodna sumy funkcji

Funkcja y(X) = x + sin(x)

A

Yy _ .
i jej pochodna 10 Y0 = xsin(x)
5
) y’(x) = 1+cos(x)

51 A1t -31 -21 -TC

-10

27 3n A1 5t X

I




Pochodna 1loczynu funkcji

Pochodna iloczynu funkcji y(x) = f(x)*g(x)

Licznik 1lorazu réznicowego jest rowny:
Ay = f(x+AX)-g (X+AX) -f(x)-g (X) =
= (f(x+AX) — 1(x))-9(x+Ax) — 1(x)-(9(x+AX)-g(X))

Iloraz r6znicowy ma postac:

ﬂ: f( X+ AX) — T (X) SIO% = A5 — 1E(X)g(x+Ax)—g(x)

AX AX AX

Dla Ax—0 otrzymujemy: |y’ (x) = ’(x)- g(x) + f(x)- g’(x)




Pochodna iloczynu funkcji-Przyklad

y=X-SIn(X) y

y’=sin(x)+x-cos(X) y
Nl ]

6\11/571 v-sn \27 - Y%/ 2 er WGn "
X



Pochodna ilorazu funkcji

Pochodna ilorazu funkcji y(x) = f(x)/g(x)

Iloraz réoznicowy mozna zapisa¢ nastepujaco:

Ay _ [(f(x+Ax) - T(x)) - 9(x) — T(X)(g(x + AX) — g(X))]
AX g(X+ AX) - g(X) - AX

f7(x) g(x) - {(x)- g’(x)
g(x)?

Dla AXx—0 mamy: y’(X) =

Pochodna ilorazu funkcji f(x) przez g(x) jest rowna stosunkowi
1loczynu pochodnej pierwszej funkcji przez druga, pomniejszonemu
o iloczyn pierwszej funkcji przez pochodng drugiej, do kwadratu
drugiej funkcji.




Pochodna ilorazu funkcji przyklad

sin(x)
y:
X
\Jsf\\-,z{\ =% /}ﬁ\//;%\// >
\7 [ "\/ X
,  XCo0s(X) —sin(x)
y = 5
X
VAN /\ [N\~ |
\/-571\/-371\/ -7 \7 8y 57 «



Funkcja wielu zmiennych

Zmienna |_Z_-=.F SiﬂfXj— COS@} Zmienna

zaleznat niezalezna
Zmienna

niezalezna

» \Wykres — powierzchnia w 3D




Pochodna czastkowa

e Pochodna czgstkowa funkcji wielu zmiennych {0
pochodna tej funkcji wzgledem jednej ze
zmiennych niezaleinych;

Inne zmienne niezalezne traktujemy jako state;



Pole skalarne 1 wektorowe

 Pole skalarne opisuje funkcja skalarna wielu
zmiennych ( np. ciSnienie, temperatura)

 Pole wektorowe — funkcja wektorowa wielu
zmiennych (np.prad powietrza, ciepta, pole
magnetyczne).



Pole skalarne

» Glebokod




Pole wektorowe

Prady wodne w Waitemata Harbour



Catkowanie

Jezeli znam szybkosc¢ zmian pewnej wielkosci fizycznej, to jak znalezc€ te
wielkos¢ w dowolnej chwili czasu?

Przyktad: woda wyptywajaca ze zbiornika z szybkoscig pu [Kg/s]

A

H Dzielimy przedziat t,-t, na
/\/ n waskich przedziatow At

L, — jest wartoscig funkcji
np. na poczatku tego i-tego
przedziatu.

v

ty ty

I |m Zrzl (L) - At :TZZ Itkﬂ(t) - dt

At

t
Nn—>oo 0

Tak oznaczamy!!!



Catkowanie

Formalnie catkowanie jest czynnoscig
odwrotng do obliczania pochodnych czyli
rozniczkowania. Wzory na catki sg odwroceniem
wzorow na pochodne. Nalezy jednak pamigetac, ze
poniewaz pochodna ze stalej wynosi 0, kazda catka
nieoznaczona jest wyznaczona niejednoznacznie



