Fizyka

Kinematyka



Kinematyka punktu materialnego

Ruch jest najczesciej obserwowanym zjawiskiem fizycznym
wokot nas. Poruszajg si¢ zwierzeta, Swiatto, maszyny,
samochody, Ziemia, Ksi¢zyc, satelity, elektrony w przewodniku,
1 wiele innych ciat.

Na ruch ciata majg wptyw inne ciata znajdujace si¢ w otoczeniu.
Azeby doktadnie opisac ruch konieczne jest uwzglednienie
oddziatywania cial z otoczeniem.

Istniejg pewne ogolne prawa 1 zasady stosujace si¢ do wszelkich
ruchow ciat materialnych, niezaleznych od oddziatywania tego
ciata z otoczeniem.



Dzial mechaniki, ktory podaje opis przestrzenno-czasowych
witasciwosci ruchu nazywamy kinematyka, przy czym
zaniedbujemy tutaj przyczyny powodujace ruch.

Badaniem ruchu z uwzglednieniem jego przyczyn, zajmuje si¢
dynamika.

1.2 Uklady odniesienia

Zdarzenie fizyczne w okreslonym miejscu definiujemy przez
podanie doktadnej informacji o miejscu 1 czasie, w ktorym to
nastgpito.
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Azeby opisaC dwa zdarzenia obserwator musi zarejestrowac
miejsce kazdego z nich, oraz odpowiedni czas.

Jesli obserwator zarejestruje
miejsce zdarzen 1 1 f, oraz ich
czasy t; I t;, to rownania

Afr =1, —TI.

At =t, -t

(1.1)

okreslaja wektor przesuniecia dla tych zdarzen, oraz
przedziat czasowy pomigdzy nimi.
Wektor Ar okresla odlegto$¢ migedzy zdarzeniami i I f, oraz
kierunek od i do f.
Okazuje si¢, ze wektor przesuniecia moze by¢ taki sam dla kilku
roznych obserwatorow umiejscowionych w roznych miejscach



Jesli mamy trzech obserwatordw, ktorych wzgledna pozycja sie nie
zmienia, kazdy z nich okresli zdarzenie I 1 f przez inne wektory.
Jednak przesuniecie od punktu 1 do f'bedzie dla wszystkich
obserwatorow takie same. Rowniez czas jaki uptynie od zdarzenia
1 do f bedzie dla wszystkich obserwatoréw taki sam.



Mozemy stwierdzi¢ ogolnie, ze kazdy inny obserwator D nie

zmieniajacy swojej pozycji wzglgdem obserwatorow A, B1 C
zaobserwuje to samo przesunigcie si¢ np. satelity Ar | ten sam
przedziat czasu pomiedzy 1 a f.

Ten zb16r obserwatoréw okresla pewien uktad odniesienia.

Mozemy wiec powiedziecC, ze ukladem odniesienia nazywamy
zbior obserwatorow znajdujacych si¢ w stalych pozycjach
wzgledem siebie.

Obserwatorzy, ktorzy znajdujg si¢ wzgledem siebie w ruchu nie
naleza do tego samego uktadu odniesienia ( na przyktad spadajgce
jablko widziane z zewnatrz 1 z jablka).

Rozwazmy jeszcze obserwatora O, ktory ulega przemieszczeniu
S wzgledem nieruchomego obserwatora C w pewnym ukladzie
odniesienia miedzy chwilami t; I t;, nie nalezy do tego uktadu
odniesienia.



Uktad odniesienia moze by¢ opisany przez odpowiedni uktad
wspoltrzednych, w ktorym obserwatora identyfikuje si¢ przez
wspotrzedne. Sposrod wszystkich uktadow odniesienia wyrdzniajg
si¢ tzw. uktady inercjalne.

Uklad odniesienia nazywamy inercjalnym, jezeli kazda
czastka znajdujaca sie w tym ukladzie w spoczynku
pozostaje w spoczynku, a kazda czgstka, ktora sie w tym
ukladzie porusza, nie zmienia ani predkosci ruchu, ani jego
kierunku

Przemieszczenie, oraz przedzialy czasowe, sa fundamentalnymi
wielkosciami nauki o ruchu, czyli kinematyka.



1.3 Polozenie i tor

Jezeli w odpowiednim uktadzie wspotrzednych chcemy podac
potozenie punktu to mozemy to uczyni¢ definiujgc tzw. wektor
wodzacy, albo tez wektor potozenia.

y 4 Z Promien wodzacy
) o »P r mozemy podac w
)_. ] \/. rozny sposob:
| .2 / Fr=X+y+12

f, j, k oznaczaja wektory = X[ + y j+ 7 |2
jednostkowe poszczegodlnych osi.




Wersory mozemy rowniez zapisywac na rozne sposoby. W
trakcie tego wyktadu uzywac¢ bedziemy wersji drugiej, czyli1 z
daszkiem.
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X, y 1z sg wspoOtrzednymi kartezjanskimi. Wspoétrzedne punktu P
mozemy rowniez zapisa¢ we wspotrzednych sferycznych.

X =rsindcose

y=rsinésin @
Z=1Trcosd




Gdy potozenie obserwowanego obiektu si¢ zmienia, promien
wodzacy 1 staje sie funkcjg czasu:

F=F(t)=x@t)i, +yt)i, +z(t)i,| @

Rownania wspotrzednych zaleznych od czasu sg nastepujace:

X = X(t)
y = y(t)
Z=12(t)

Rownania te sg rOwnoczesnie rownaniami parametrycznymi toru.



W zaleznosci od tego, czy tor jest linig krzywa czy prosta,
mowimy o ruchu krzywoliniowym lub prostoliniowym.

z1 P(x,y,2)

r(t) or
N

Eliminujac czas z

rOwnan parametrycznych, znajdujemy
ksztalt toru zakreslanego przez poruszajgcy
si¢ punkt P

y= Fl(x)
z=F, (X)




1.4 Predkos¢ srednia

Rozwazmy osobe obserwujaca lot ptaka 1 znajdujaca sie w
poczatku pewnego uktadu wspotrzednych.

W czasie At = t; — t; ptak
przemiescit si¢ o

i .
Srednig predkoscig nazywamy
wektor zdefiniowany

tepujaco: B
nastepujaco — AT

Vér .
At

—_

Kierunek tej predkosci jest zgodny z kierunkiem wektora Ar .



Przyktadem ruchu dla ktorego celowe jest okreslenie predkosci
sredniej jest ruch samochodu w miescie. Nie zawsze ,,zielona
fala” umozliwia ruch samochodu ze stalg predkoscia.
Powyzsza animacja pokazuje taka sytuacje.

Time: 0.00 hrs.
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Rozwazmy roOwniez jaka bedzie predkosc ptywaka, ktory skacze
do wody 1 ptynie tam i z powrotem.

Srednia predkosé dla ptywaka

£ % jest rowna zero, wynika to z
wektorowego charakteru

2l predkosci srednie;.

T W takich przypadkach podaje

si¢ jako predkos¢ srednig

wartosc skalarng.

odlegtosc

CZaS




Predkosc¢ i przysSpieszenie

Bardzo czesto interesuje nas predkos¢ jakiegos ciala w
konkretnym punkcie P. W jaki sposob mozemy jg obliczy¢?

Zacznijmy skracac odstepy
czasu w ktorych okreslamy
potozenie ciala.
Kazdorazowo konstruujemy
wektor predkosci sredniej

Gdy skracamy nieograniczenie

odstep czasu At — 0, wartos¢ bezwzgledna wektora AT [ At dazy do
pewne] wartoscl granicznej.




Kierunek tego wektora dazy do kierunku stycznej do toru w
punkcie P.

Wektor, do ktorego dazy wektor predkosci sredniej gdy
At.— 0 nazywamy predkoscia v ciata w punkcie P.

[ 2 _ (13)
At—>0 At dt

Mozemy wiec napisac

dr _dx(©); , dy(®) ¥ 0] (14
dt dt dt dt

Wektor predkosci mozemy roOwniez roztozy¢ na sktadowe:

V =

V=V +V I +V,I, (1.5)

Przy czym



dx(t) dy(t) dz(t)
X — T . Vo =—— ! Vz — .
dt Yoo dt dt

Vv

Sktadowe wektora predkosci sg pochodnymi wspotrzednych
poruszajacego si¢ clata wzgledem czasu.

Bezwzgledng wartos¢ predkosci okreslamy w oparciu o
definicje dtugosct wektora.

o= fEY :J(wf EOREY)
dt dt dt

Mozemy jeszcze znalez¢ zaleznos¢ pomiedzy predkoscig a
drogg przebyta przez ciato.

(1.6)




Wiemy, ze droga od

punktu A do B jest
/X/—’\é\ czescig odcinka toru

tOI’/ IX:
przebytego przez
poruszajace si¢ ciato.
‘y P
) s=AB
X 5 =
= [ ds = [|dF]
W uktadzie kartezjanskim: A A
> dt

ds = \/dx +dy?® +dz° -

dt

dt ¢ |(dx *ldyY (dz)
N i dt i\/(dtj +(dtj +(dtj




Otrzymujemy wigc na droge przebyta przez ciato wyrazenie:

s = [v-dt (L.7)

Z drugiej strony ze wzoru (1.3) otrzymujemy:

.. Ar .. Ar As
V=Ilm—=Ilm : —
At—0 At At—0 AS At

_ (lim 25 (lim 23)

At—0 AS At—=0 At

A ¥

AF| — As ds/dt




Czyli otrzymujemy:

dr ds .

V=—o- fﬁ (1.8)
ds dt ' dt |

Poniewaz predkosc ciata moze si¢ zmieniac, istnieje pewna
wielkos¢ informujaca nas o wielkosci te] zmiany zaroOwno co
do wartosci jak 1 kierunku.

Wielkos¢ ta nazywamy przyspieszeniem.

Rozwazmy ciato poruszajace si¢ po dowolnym torze z
jakas predkoscia.



Z rysunku widzimy, ze w stosunku do punktu P, w punkcie P,
nastgpit pewien przyrost predkosci Av w czasie At. Srednie
przyspieszenie definiuyjemy jako:

- AV
aér e
At

(1.9)




Skracajac czas obserwacji zblizamy punkt P, do P, . Wektor

AV dazy do pewnego wektora a, ktory nazywamy

At

przyspieszeniem ciata.

S0 At dt dtl dt

Av_dv_d(ﬁf)igi
dt?

(1.10)

W uktadzie wspotrzednych kartezjanskim mozemy wektor
przyspieszenia napisac jako sume sktadowych.

a=a,+d,+a,=al +al +a,l,| &1
. , dv, d°x .
Wiadomo réwniez, ze: |4, = " = 32 itp dla vy, z




Przyspieszenie mozemy roztozy¢ na dwie sktadowe, styczng 1

normalng do toru.

Sktadowa normalna odpowiada za to,
ze tor ciata nie jest prostoliniowy

Mamy wigc:

— —

a=a +4a

a=./a’+a’




2. Przvklady ruchu

Kinematyka jest dzialem mechaniki zaymujacym si¢ opisem
ruchu.

Glownym zadaniem kinematyki jest znalezienie przysztej pozycji
ciata 1 jego predkosci w oparciu o biezgce wartosci pozycji,
predkosci 1 przyspieszenia.

Znamy juz odpowiednie roOwnania, ktore pozwalaja na okresli¢ dla
okreslonego czasu t chwilowe wartosci predkosci 1 przyspieszenia.

V(t) = —~2 (2.1)

dv(t) _ dF(t) 22)
dt dt?

A(t) =




Bardzo cz¢sto mamy do wykonania zadanie odwrotne. Znajgc
przyspieszenie ciata musimy znalez¢ predkosc, potozenie ciata,
oraz rOwnanie toru. W oparciu o rOwnanie (2.2) przez operacje
calkowania znajdujemy predkosc.
_ dr(t _

U (t) =$ =[a@®dt+Cc| @3

Z kolei [dr =V (t)dt| czyli,

F (t)

Kazde z powyzszych rownan wektorowych jest rownowazne
trzem rownaniom skalarnym dla poszczegolnych sktadowych
wektorow predkosci, przyspieszenia 1 polozenia.

[V dt+C =[[[amdt+Cldt+C| (3




Sprowadza si¢ to do catkowania rownan skalarnych.
State catkowania C i C’ wyznacza si¢ z tzw. warunkow
brzegowych, okreslajgcych predkosc 1 potozenie w chwili t,.

2.2 Ruch prostoliniowy

Jezeli tor ruchu ciala jest linig prosta, to zawsze mozemy tak
dobra¢ uktad wspotrzednych, aby jedna z jego osi pokrywata
si¢ z torem. Zwykle wybiera si¢ oS X.

> » X
r

F(t) = X(t) = x(t)-1,




Predkosc ciala 1 jego przyspieszenie wynoszg odpowiednio:

o dx(®)

V(t) = m |

=207 - 0;
dt dt

Jesli wektory przyspieszenia 1 predkosci majg zwroty zgodne,
mowimy o ruchu przyspieszonym, a jesli przeciwny mowimy o
ruchu opo6znionym.

Skalarna wartos$¢ predkosci (szybkosc) jest rowna

v=%—>dx=vdt
dt

Rownanie z prawej strony strzatki mozemy scatkowac.




jdx:jv-dt

(2.4)

Jesli zaczynamy badac ruch ciata w chwili {1 jezeli zaymuje
ono wtedy pozycje X, , to mozemy obliczy¢ calke oznaczong:

Idx — jv-dt
Xo to

Analogicznie mamy:

a=$—>dv=adt
dt

Wartos¢ predkosci otrzymujemy z calkowania;

(2.5)

t
X — X, = j V- dté— Znak.prc—;dkoém zal§2y oq tego,
: czy ciato porusza si¢ w kierunku
2 X, CZy przeciwnie.



Rownoczesnie z zaleznosci

adx=vdv

Po scatkowaniu otrzymujemy:

I

Xo

a dx

I

Vo

1

vdv:E(vz—vg)

(2.6)

otrzymujemy
zaleznosc¢;

(2.7)



2.2.1 Ruch jednostajny

Ruch jednostajny, jest to taki ruch, w ktorym predkosc¢ jest
stala, v=const.

Ze wzoru (2.5) otrzymujemy;

X—X, :jvdt :vj dt=v(t-t,)

[ ty

X=X, +V(t-t,)

(2.8)

X jest przebytg przez ciato droga, ktorg zwykle oznaczaliSmy
przezs.

Wykres drogi od czasu ma wiec postac:
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Im wigksza predkos¢ tym wigksze nachylenie prostej na
wykresie zaleznosci drogi od czasu



2.2.2 Ruch jednostajnie zmienny

Ruch jednostajnie zmienny jest to ruch ze stalym
przyspieszeniem a = const. Gdy a > 0 ruch nazywamy
przyspieszonym, a gdy a < 0 ruch jest opozniony.
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Ruch jednostajnie opozniony
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Ruche jednostajnie przyspieszony

W celu wyliczenia predkosci z jakg porusza si¢ cialo musimy rozwigzac

roOwnanie:

dv=a-dt

Vo

v t
[dv=a[dt—>v=v,+a(t—t,)
t

(2.9)



Uzyskana w chwili t predkos¢ ciala poruszajgcego si¢ ze statym
przyspieszeniem jest liniowg funkcjg czasu.

Jesli chcemy policzy¢ droge przebyta przez takie ciato,
wstawiamy ostatnie wyrazenie do wzoru (2.8) . Otrzymamy

wynik:

t
x:xo+j[v0+a(t—t0)]dt
b

t t
X=X+ [Vodt+a[ (t—t,)dt
t, t,




Wyliczajac calki w ostatnim roOwnaniu otrzymujemy:

X = X, +v0(t—t0)+aE (t° —t§)—t0(t—to)}

Po krotkich przeksztatceniach otrzymujemy:

_ 1 2
x_x0+vo(t—t0)+§a(t—to) (2.90)

Lub jesli wybierzemy taki uktad odniesienia, ze poczatek ruchu jest w
punkcie zero 1 stoper wigczamy w chwili czasu 0

1
x=vot+§at2

Droga w ruchu jednostajnie np. przyspieszonym jest
kwadratowa funkcjg czasu.



Narysujmy droge ktorg cialo przebywa w czasie t przy
zatozeniu, ze t, = 0.

s=x | N

A P
AL
<
(@)
(o

Xo{

Wykres przedstawiajacy droge ktorg ciato
przebywa w czasie t przy zatozeniu, ze t;, = 0.



2.3 Ruch ze stalym przyspieszeniem

Catkujgc wzory definiujgce predkosc 1 przyspieszenie
otrzymujemy wyrazenia:

V=V, +a(t-t,) (2.10)

F=0+V,(t-t,)+1/2a(t-t,)°| (1)

Jednym z najczestszych obserwowanych ruchow jest ruch
w poblizu powierzchni Ziemi z przyspieszeniem g=const.

Rozwazmy nastepujacy przypadek.



W polu cigzkosci na wysokosci H wyrzucamy pod katem 0
do poziomu z predkoscig Vv, jakies ciato.

Mozemy tu rozrozni¢ nast¢pujgce przypadki:



Tabela 1

H=0 [6=90° |vy=0 |rzut

pionowy
H=0 |0=0° |v=0 |rzut

poziomy
Hx0 |6=-90° spadek

swobodny

H=0 |6>0 |vy#0 [rzut
H=x0 [06<0 |v,=z0 |ukosny




Spadek swobodny




2.3.1 Rzut poziomy
Rzut ten jest przypadkiem 2 w Tabeli 1.

Kula armatnia zostata wystrzelona poziomo ze stala predkoscig
V=100 m/s. Kula spadta na ziemi¢ w odlegtosci 1200 m od
miejsca wystrzelenia . Pytamy sie¢ o dtugos¢ drogi pionowej jaka
przebyta kula przy zaniedbaniu oporu powietrza.

t= — s
Y%= —-mfs ¥y= —mfs







Poniewaz ruch poziomy jest ruchem jednostajnym, odlegtosc jaka pocisk
przebyt znajdujemy z wzoru (2.8). Zaktadajac, ze x, = 0, oraz t, = 0, mamy:
X = Vg, t, czyli t=x/v;,=1200m/100m/s = 12 s.

Ruch pionowy jest spadkiem swobodnym, dla ktérego mamy:
Voy = 0 0raz a, =-g =-9.81 m/s,

Z rownania (2.9a) dla ruchu w kierunku osi y mamy
y=-1/2gt> =-1/2 - 9.81 m/s - (12m)?=706.32 m

Zauwazmy, ze rozwazali§my ruch pionowy niezaleznie od ruchu
poziomego aby wyznaczy¢ wysoko$¢ spadku kamienia.

Niezalezno$¢ tych dwoch ruchow implikuje, ze pocisk przy v, = 0 w czasie
12 s spadnie 0 706.32 m.



Policzmy jeszcze trajektorie ruchu. Skorzystamy z rOwnania (2.9a) , oraz
wyliczonego czasy ruchu t=x/v,, . Dla ruchu wzdtuz osi y z podanym czasem
ruchu | warunkiem t, = 0, otrzymujemy:

V _
y=| 2 2| 29 |y (2.12)

2
VOx 2 VOx
Jest to rOwnanie ﬁ
paraboli.

Ogolnie mozna powiedziec, ze
paraboliczna trajektoria jest
charakterystyczna dla ruchow ze stalym
przyspieszeniem.

Sktadowe ruchu mozemy traktowac

niezaleznie zgodnie z zasadg
niezaleznosci ruchu.




Ta sama predkos¢
poczatkowa z réznych
wysokosci

< T/

Pl‘QdkOéC’ Vo * 2 m/s
poczatkowa

Wysokos¢
poczatkowa

Ta sama wysokosc,
rozne predkosci
poczatkowe

I




2.3.2 Rzut ukosny

Jest to przypadek, dla ktorego zgodnie z Tabelg 1 ,
H=0IlubH #0,0<6<90%v,=0.

t= — s
= -—-mfs Vg= —mfs

vt

/

Sktadowe predkosci
poczatkowe] wynosza:

V,, =V, C0SH

V,, =V,SIN 6
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Wstawiajac te wartosci do wzoru (2.12) otrzymujemy:
V,Sing | 1 a

y = x| 2 +=| —5— [X°
V,cos@ ) 2\ v,cos" &

y = Xtgo + % X’
2v; cos” &

(2.13)

Wiemy przy tym, ze a, = -g. Mamy wigc rownanie typu:

y = AX + Bx*

Cialo w rzucie ukosnym porusza si¢ wiec po paraboli.

Wiemy, ze w rzucie ukosSnym parametryczne rownania ruchu
sg zapisane nastepujgco:



X(t)=v,, -t
(2.14)

1
y(t) = Voy 't_Egtz

Rzut ukosny charakteryzuja nastepujace wielkosci:

1. Zasigg rzutu,
2. Maksymalna wysokos¢

Zasieg rzutu otrzymamy liczac odleglos¢ pozioma x dla y=0.

g 2
X -tg6 — X“=0
: 2v¢ oS’

Rownanie to ma dwa rozwigzania:
X, =0

2 2 2
_2V5c08°0-190 Vg sin 20

X =X
‘ g g

max




Maksymalng wysokos¢ rzutu otrzymamy liczac maksimum
funkcji przedstawiajacej rownanie toru, czyli dla dy/dx=0.

2 - 2
190 ——— : 7 X=0 Ot.rzmeJemy X = 0 sin Zezixmax
2V, cos” 0 wiec: 2Q 2

Podstawiajac wyrazenie na x do rownania (2.13),
otrzymujemy na maksymalng wysokos¢ poruszajacego sie
rzutem ukoSnym wartos¢:

2
Yy o = Yo gin2g
29

Widzimy z podanych wzorow, ze zarowno maksymalny
zasieg rzutu jak i maksymalna wysokos¢ rzutu zalezg od
wartosci 1 kierunku predkosci poczatkowej.



Tor ruchu przedstawia przesunietg
parabola o wspotrzednych
wierzcholka:

(XO;yO):

Vi sinacosa Vv, sin® o

g 29




Zaréwno w rzucie poziomym jak 1 ukosSnym wyrzucalismy
ciato ze stala predkoscig poczatkowa. Wiedzac, ze w kierunku
pionowym dziala przyspieszenie ziemskie g, mozemy
rozwazy¢ jakie sg sktadowe tego przyspieszenia.

Rysujac cz¢s¢ toru ciala w rzucie ukoSnym mamy:

— v Zauwazmy, ze w kazdym
Y : :
y punkcie toru zachodzi:
a
\—/> Vy . a_[ . Voy — gt
3 A - -
M b % Vo
T Przy czym:
g Y L2YM- 1 Ja? +a2 = g = const|.

W najwyzszym punkcie toru a, =0, aa, = 0.



Nalezy jeszcze wspomnieC o szczegolnym przypadku rzutu
uko$nego, a mianowicie rzutu pod katem 0 = 90° z predkoscia
poczatkowsq v,. Takl przypadek nazywamy rzutem pionowym.

v Przebywana w czasie t droga wynosi:
0
1 .
| S =Vt — E gt
v :+g " Maksymalng wysokos¢ uzyskamy z
warunku | ds

Ezvo—gtz()

Czas rym ciata do maksymalnej wysokosci h wynosi vgie;c:
g

t="o , a uzyskana maksymalna wysoko$¢  h="o 2q



zagadka




Spadek swobodny demonstracje

':

-




