
Wzory Eulera

ejω = cosω + j sinω

cosω = ejω+e−jω

2

sinω = ejω−e−jω

2j

Iloczyny Trygonometryczne

sinA cosB = 1
2 [sin(A+B) + sin(A−B)]

cosA cosB = 1
2 [cos(A+B) + cos(A−B)]

sinA sinB = 1
2 [cos(A−B)− cos(A+B)]

Wartość średnia sygnału

Wzór ogólny: F = limT→∞
1
T

∫ T/2

−T/2
f(t) dt

Dla s. okresowych: f = 1
T

∫ T

0
f(t) dt

Energia sygnału

Wzór ogólny: limT→∞
∫ T/2

−T/2
|f(t)|2dt

Dla s. okresowych: E =
∫
T
|f(t)|2dt

Transformata: E = 1
2π

∫∞
−∞ |F (jω)|2dω

Moc sygnału

P = limT→∞
1
T

∫ T/2

−T/2
|f(t)|2dt

S. okresowy: P = 1
T

∫
T
|f(t)|2dt

Pochodna w dziedzinie pulsacji

(−j · t)m · f(t) ⇔ dmF (jω)
dωm

Wartość skuteczna (RMS lub U):

U =
√
P oraz P = U2

U =
√

1
T

∫ T

0
|f(t)|2dt

Liczby zespolone

Moduł: |z| =
√
{Re}2 + {Im}2

Sprzężenie: (A+ J ·B)∗ = (A− J ·B)

Kwadraty funkcji

sin2 x = 1−cos 2x
2

cos2 x = 1+cos 2x
2

Wspólny okres sygnałów

Okresy f(a) → TA, b(t) → TB

TC = NWW (TA,TB)
N ⇐⇒ TA

TB
∈ Q

Własności zesp. szeregu Fouriera

g(t) = f(t−∆t) ⇔ Gk = Fk · e−jkω·∆t

g(t) = f(−t) ⇔ Gk = Fk
∗

Transformata Fouriera

Wzór ogólny: F (jω) =
∫∞
−∞ f(t)e−jωtdt

Dla sygnałów okresowych:

F (jω) =
∑∞

k=−∞ 2π · Fk · δ(ω − k 2π
T )

Wartość w zerze: F (0) =
∫ +∞
−∞ f(t)dt

Trygonometryczny szereg Fouriera

a0 +
∑∞

k=1 (ak cos(kω0t) + bk sin(kω0t))

a0 = 1
T

∫
T
f(t)dt

ak = 2
T

∫ T/2

−T/2
f(t)cos(kω0t)dt

bk = 2
T

∫ T/2

−T/2
f(t)sin(kω0t)dt

Zespolony szereg Fouriera

f(t) =
∑∞

k=−∞ Fke
jkω0t

F0 = f, Fk = 1
T

∫ T/2

−T/2
f(t)e−jkω0tdt

Transformaty wybranych sygnałów

Delta Diraca: δ(t)
F−→ 1

S. prostokątny: Π(t)
F−→ Sa(ω2 )

S. trójkątny: Λ(t)
F−→ Sa2(ω2 )

Skok jedynkowy: 1(t)
F−→ πδ(ω) + 1

jω

Sinus: sinω0t
F−→ π

j [δ(ω − ω0)− δ(ω + ω0)]

Funkcja Sa (sinc): Sa( t2 )
F−→ 2πΠ(ω)

Funkcja Signum (sign): Sign(t)
F−→ 2

jω

Funkcja e+: ejω0t F−→ 2πδ(ω − ω0)

Funkcja e−: e−jω0t F−→ 2πδ(ω + ω0)

Stała: A
F−→ 2πAδ(ω)

Energia transformaty

E = 1
2π

∫∞
−∞ |F (jω)|2dω

Twierdzenie Parsevala

Moc: P = 1
T

∫ T

0
|f(t)|2dt

Moc za pomocą Fk: P =
∑∞

k=−∞ |Fk|2

P =
∑−1

k=−∞ |Fk|2 + |F0|2 +
∑∞

k=1 |Fk|2∑−1
k=−∞ |Fk|2 =

∑∞
k=1 |F−k|2

Dla syg. rzeczywistych: |Fk| = |F−k|

Twierdzenia Fouriera

Tw. o przesunięciu w czasie:

f(t− t0)
F−→ F (jω)e−jωt0

Tw. o modulacji:

f(t)ejω0t F−→ F (j(ω − ω0))

Tw. o zmianie skali:

f(at)
F−→ 1

|a|F (j ω
a )

Tw. o całkowaniu:∫ +∞
−∞ f(τ)dτ

F−→ 1
jωF (jω) + πδ(ω)F (0)

Tw. o różniczkowaniu w dziedzinie czasu:

d
dtf(t)

F−→ jωF (jω)

Tw. o symetrii przekształcenia:

f(t)
F−→ F (ω) =⇒ F (t)

F−→ 2π(f(−ω))

Tw. o liniowości:

f1(t)
F−→ F1(jω) oraz f2(t)

F−→ F2(jω)

f(t)
F−→ αF1(jω) + βF2(jω)



Wzory na pochodne

(C)′ = 0

(xn)′ = nxn−1

(x)′ = 1(
1
x

)′
= − 1

x2

(
√
x)′ = 1

2
√
x

(ax)′ = ax ln a

(ex)′ = ex

(loga x)
′ = 1

x ln a

(lnx)′ = 1
x

(sinx)′ = cosx

(cosx)′ = − sinx

(tanx)′ = 1
cos2 x

(cotx)′ = − 1
sin2 x

(arcsinx)′ = 1√
1−x2

(arccosx)′ = − 1√
1−x2

(arctanx)′ = 1
x2+1

(arccotx)′ = − 1
x2+1

Właściwości pochodnych

[f(x) + g(x)]′ = f ′(x) + g′(x)

[f(x)− g(x)]′ = f ′(x)− g′(x)

[a · f(x)]′ = a · f ′(x)

[f(x) · g(x)]′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)[
f(x)
g(x)

]′
= f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

[g(x)]2

Wzory przydatne w pochodnych

b
√
xa = xa/b

1
xa = x−a

Przesunięcie sygnałów

S. prostokątny: Π(ω+ωx

ωy
)

ωx - przesunięcie, ωy - długość

S. trójkątny: Λ( t+tx
ty

)

tx - przesunięcie, ty - długość/2

Widmo fazowe sygnału

ϕ(jω) = arctan
(

Im{F (jω)}
Re{F (jω)}

)
Gdy istnieje tylko część urojona:

ϕ(jω) = +π
2 dla F (jω) > 0

ϕ(jω) = −π
2 dla F (jω) < 0

Gdy istnieje tylko część rzeczywista:

ϕ(jω) = 0 dla F (jω) > 0

ϕ(jω) = π dla F (jω) < 0

Wzory na całki∫
dx = x+ C∫
xndx = 1

n+1x
n+1 + C, n ̸= −1∫

x dx = 1
2x

2 + C∫
1
xdx = ln |x|+ C∫
axdx = ax

ln a + C∫
eαxdx = 1

αe
αx + C∫

sinx dx = − cosx+ C∫
cosx dx = sinx+ C∫
tanx dx = − ln | cosx|+ C∫
cotx dx = ln | sinx|+ C∫

dx
cos2 x = tanx+ C∫
dx

sin2 x
= − cotx+ C∫

dx
x2+a2 = 1

a arctan x
a + C∫

dx
x2−a2 = 1

2a ln
∣∣∣x−a
x+a

∣∣∣+ C∫
dx√

a2−x2
= arcsin x

a + C∫
dx√
x2+a

= ln
∣∣x+

√
x2 + a

∣∣+ C

Właściwości całek∫
[f(x) + g(x)] dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx∫

[f(x)− g(x)] dx =
∫
f(x)dx−

∫
g(x)dx∫

af(x)dx = a
∫
f(x)dx

Wzory przydatne przy całkowaniu

b
√
xa = x

a
b

1
xa = x−a

cos 2x = cos2 x− sin2 x

LTI

y(t) = f(t) ∗ h(t)

Y (jω) = F (jω) ·H(jω)


