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Tomasz Grajek, Krzysztof Wegner Teoria Sygnaléw w zadaniach

Rozdziat 1

Podstawowe wtlasnosci sygnalow

Zadanie 1. Przedstaw ponizsze sygnaly jako funkcje liniowg sinuséw i kosinuséw wykorzystujac

wzory Eulera.

Wzory Eulera:

Dwumian Newtona: N
n _
(+y)"=> <k>:):” koyk (1.1)

gdzie wspSiczynniki (}) okreslone sy jako:

n n!
(k) " Kl(n—k) (12)

Wspoétezynniki dwumianu Newtona (Z) s k — tym elementem w n — tym wierszu tréjkata Pascala
(liczymy od 0). Kazdy element tréjkata jest suma dwoch elementé$w nad nim. Ponizej przedstawiono

przyktad dla n = 6:

n=0: 1

nzy R

n==as:

n=3: 13 3 1 (1.3)
n=4: 1 4 6 4 1

n=5 1 5 10 10 1

n=6:1 6 15 20 15 6 1
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Teoria Sygnaléw w zadaniach

10 (@2 (e 5 (@)

(et = e (et = et

2-9° 27

L (@) (=)0 4 5 () (—e ! 4 10- (1)

(=

e—j't)Q

2-9)°

_|_

(e 1 ()0 (e )]

(2-9)°

(1-<eﬂ-t>3-<—eﬂ> £3 (12 (e 43

2-9)°

()t (e )2+ 1 (e7)°- (= ej't)?’)

1 . e.]'t'5 . 1 + 5 . e.j't'4 . (_ef.]'t'l) + 10 . e.]'t's . ef.]'t'2

(2-9)°
10 . e]'t'Q . (76—_]'#3) + 5 . e]'t'l . e_J't'4 + 1 . 1 . (76_‘7.1:.5)
(2-9)°
(1 LTt 1 4 3. eit2, (_efj.m) 43t emt2 1.7 (_ej-t-3)> B
(2-9)°
eItd 5. ett3 110 el —10-e It 4 5. e It3 — g7ItD
(2-9)°
(3 C.ert et 3)
(2-9)°
eItd TS 5.3 L5 et 110 et — 10 eI
(2-9)°
(ej't'g — ef.]'t'g — 3 . e]'t + 3 . e]'t>
(2-9)°
eItd — 7S 5. (23 — eI3) 110 - (7 — eI
29" (2
<6J't'3 _ e—]-t~3 - 3. (€]~t _ -e_J't)>
(297 (2-2) N
sin(5-t) —5-sin(3-t) + 10 - sin(t)

(29"

(sin(3 t)—3- sin(t)) _
(2-9)*

4

sin(5-t) —5-sin(3-t) + 10 - sin(t) sin(3-t) — 3 - sin(t)
i “ )

sin(5-t) —5-sin(3-t) + 10 - sin(t)

16

sin(b-t) — sin(3-t) — 2 - sin(t)

16

Podsumowujac:

fi(t) = sin5(t) — sing(t) =

16

4.sn(3-t) —12-
N sin(3-t) sin(t)

sin(b-t) — sin(3-t) —

2 sin(t)

fa(t) = 0036(75) - 0034(t) =

16
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(et O [ert gt B
— 5 5 —

(et + e_“)G (e7t + e‘J't)4 _
B 26 a 24 B
L (e 6 (@ (I 15 () (e 20 ()P (e
= >
15- (712 (e 7D 46 (7)) (e771)° + 1 (7). (e771)0
_|_ —
26
L (7)1 () +4- (7)) - (7)1 4+ 6 (e7)? - (e77!)* +4- (7)) - (e +1- (e7)° - (e77)"
— 51 —
1-e7t6.1 4675 .70t L 15. 0t . =002 L 9. t3 . g—st3
= +
26
15 . e]'t'2 . efj't'4 + 6 . ej't'l . efj't's + 1 . 1 . efj't'6
26 -
1-e0t4.144.e3t3 . 70t L g.ert2. o=0t2 L f.ertl g=t3 1 1.7, e 0t4
— 51 —
eIt0 1 6. ett 415. €712 420710 415 e7I2 £ 6. eIt eI t6
= 26 —
et L 4. et 4G edt0 gL emit2 4 —pta
— N =
eIty emitb 46 ert 4 6 eIt 15 782+ 15 6712 420
= 5 -
€]~t~4 + e—]~t~4 +4. 6]~t-2 +4. e—j~t~2 +6
_ 51 —
B 202
eIt f eIt 4. (72 4 eTI2) 1 6
B 23.2 -
_cos(6-t) +6-cos(4-t)+15-cos(2-t) + 10
= > -
cos(4-t) +4-cos(2-1)+3\
— > =
_cos(6-t) +6-cos(4-t)+15-cos(2-t) +10 —4-cos(4-t) —16-cos(2-t) — 12
= > =
cos(6-t) +2-cos(4-t) —cos(2-t) —2
_cos(6-t) +2-cos(4-t) —cos(2-t) — 2
B 32

Podsumowujac:

cos(6-t)+2-cos(4-t) —cos(2-t) —2
32

fa(t) = cosﬁ(t) — 0084(t) =

4 24 wrzesnia 2020



Tomasz Grajek, Krzysztof Wegner Teoria Sygnaléw w zadaniach

1.1 Podstawowe parametry i miary sygnatéw cigglych

1.1.1 Warto$¢ srednia

Zadanie 1. Oblicz warto$¢ srednia okresowego sygnatu f(t) przedstawionego na rysunku:

Zaczynamy od zapisania wzoru funkcji przedstawionej na rysunku:

A te(0o+k- T L +k-T
flz) = ( 2 )/\keC (1.4)
0 te(§+k-T;T+k-T)

Wartosé érednig sygnatu okresowego wyznaczamy ze wzoru:

- 1
F=g [ f0)-a (1.5)
T
Podstawiamy do wzoru na wartos¢ érednig wzér naszej funkcji dla pierwszego okresu k = 0:
= [ s ar=
=7/ =

(4-1) - (16)

.

o] ol Suls
|
o
N——
I

~——
I

A~
Il

4 . /. . A
Srednia wartos¢ sygnatu wynosi 5.
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Zadanie 2.

Oblicz warto$é¢ érednia sygnatu f(t) = 1(¢t) - e~ %t - sin (2” t) przedstawionego na rysunku :

Wartosé érednia sygnatu wyznaczamy ze wzoru:

f= lim = / f(t) (1.7)

T—00 T

Podstawiamy do wzoru na wartosé¢ srednia wzdr naszej funkcji:

f= hm f

T—00 T

l\‘)ﬂ

ol

o1 et . (27 _
—Th_)ngo; 1() e szn(T-t>'dt—

2

1 0 2
< 0-e . sm( > dt+/ 1-e%t. sin<;-t>-dt>:
-3
2T
dt ) odt ) =
</;O +/ sm(T > )
27

= lim
T—00

S|

= lim
T—00

= lim
T—00

[— A= =
/N
o
+
%
3 VIR
. CB|
e
. ~+
o
-~
3
/T\
~
~_
QU
~
~_
I

1, 2T (27r )
— _ . il ) dt) )| =
0 /0 a © T ""\T
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1 —a-z 2r T
—5 e 2 szn(T-g)%—
—a- T
= —a% %-ea’?'cos(%-
LTS et
=z 2 Joe sin
1, a5 on(2r. T
I sm(T 2)
- T
= [Z e *-sin (2% t) .
1 —a-Z : 2T T
B _a.e Q.Sln(T'i)_
- 172
= (1 T a? 471'2) €
1 _—a- . 2 1 T
ze " 2sin(F ) -a
1
= (1_a7
3 2
= [Ze - sin (%t

Srednia warto$é¢ sygnalu wynosi 0.
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Zadanie 3.

Oblicz warto$é¢ $rednig okresowego sygnatu f(t) = A - cos* (wp - t) przedstawionego na rysunku:

f(t)

Wartos¢ érednia sygnatu okresowego wyznaczamy ze wzoru:

f= ;/Tf(t)-dt (1.8)

Pierwszym krokiem jest ustalenie okresu funkcji. W naszym przypadku: T = wlo

Podstawiamy do wzoru na wartos¢ érednia wzoér naszej funkcji dla zakresu t € ( —57—; 57— ):
2-wo? 2-wo

=)0

2-wg
:T : A-cos(wo-t)*-dt =
;O _2-w0
Wo [Teo
=22 20A-cos(w0-t)4-dt:
T S| S
2-wq

= {cos(x) = eJAZBe_JAz} -

n 4
_ wo /m A, eIt 4 emrwot g
T o T 2

2-wq
5o Jwot 4 e—Jwot 2\ ?
wo 2-wq 6 +e
_w0y. ) dt =
™ R
2-wq
gt 2\ 2
o7 .= 22 N
2-wq
wo ﬁ ej20.)0t+2 eijt jw0t+e 7-2:wo-t 2
= —_.A. 1 .dt =
’]T . us
2-wq
2
us 2-wq-t 7-2-wo-t
wo Tw er —|—2 e+ e~
=2 A. 0 ( cdt =
i __T
2-wq
2
s 2-wo-t 7:2:wp-t
wo 2w el —|—2+e
:7./1./ 0 ( -dt =
™ P | S
2-wq
2
_ﬂ A 2_7:)0 ]2w0t+e—j2wot+2 gt —
= - . =
2»w0
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o __n 42 N
2-wq
@y /2’;0 (er2wot)? 9. er2wot . gp2wol 4 (p=r2wol)2 | 9. r2wot g 9. gm0 2w0t 9 4 g .
s 16
"0
B @ 4. /27;0 6]-2-2-w0-t +92. e]-2-w0-t—]-2vw0-t 4 e—j-2~2'w0-t 14. ej-2-w0-t 4+ 4. e—j~2-w0-t 14 i —
0 —T 16
w0
_ Wo A. ﬁ e dwot +2. e + e~ J4wot +4- el2wot +4. e J)2wot 4+ 4 g
T s 16
w0
_w0 /2’;0 edwot 19 emrdwort gL erZwort 4 gL e 2wot 4 g g —
G 5 16 N
w0
A (7w
— ﬂ < 2-wo (6]-4~w0~t +e—]~4-wo~t +4. ej~2-w0-t +4. e—j~2-wo-t + 6) Ldt =
T 16 J__=_
2-wq
_ 2 2 </2w0 erdwot g 4 /W e vt g 4+ /W 4.er?wot g 4 >0 4. rFwot gy 4
47 6-dt> =
,ﬁ
z1=794-wo-t 2o =—9-4-wpy-t z3=7"2-wo-t Zg=—9-2 -wp-1
=qdz1 =94 -wo-dt dzg=—3-4-wo-dt dzz=3-2 -wp-dt dzg=—3-2 -wy-dt =p =
d _ _d _d _ _d
dt 3-420 dt = ﬂ-fwo dt = J';zo dt = 7};‘;0
:ﬂ.é. /ZAZ:;Oe‘Zl.ClZ1 2.7;06Z2.CZZ2+/2.7;04.623.C%+
m 16 e J-4-wo e —7-4-wo e 72 -wo
Twg d Ty
+/2 ° 4-ez4-%+/2 ° 6-dt> =
o Tt b
Sl A ! mezl'dm-i-#'/wo e? - dz + mezg’-dzg—i-
T 16 \y-4-wy J- = —J-4wo S J 2wy Jo =
wo
4 = =\
+ et dzy +6 - dt | =
wo A 1 21 Tusg 1 22 Tusg 23 Tusg
- — - " —_— € fus e 7 fus —_— € ™
T 16 (]'4'w0 ‘_W+—]'4'w0 ‘_W+]'2'wo |_W+
4 PR PR
¥ 46 t]“’w) =
—7-2-wy 2-wg 2-wg
— ﬂ é X 1 . e]~4~w0-t ﬁ 1 . €—j~4-w0-t ﬁ 4 X 6]-2~w0~t ﬁ +
T 16 \7-4-wo ~3m  —J4-wo Ty J727wo ~ 3wy
ok 2. wo g 2-wq
wy A 1 Jdwgr 5 — g dewg- 5T 1 —dewg 5T 494wy 2T
—_ . . e 2wy — e 2-wq . e 2wy — e 2-wq
4 7:2:w0" 52— —72-wo 52— 4 —72:wor 50— 7-2-wp - 52—
_’_7 - le 2wy — e 2:wq + — . (e 2wy — e 2-wq +
SR U — )

+6 ( LI — ))
2-w0 2-w0

24 wrzesnia 2020

dt =



Tomasz Grajek, Krzysztof Wegner Teoria Sygnaléw w zadaniach

_ﬂé ]2-7r -2 # -2 32w
RET: (] e )+—j~4-w0 (e e )+
4 4 2.7
I _ oTIT —JT _ T . =
+J'2‘wo (e )+ —J7-2-wo e e’") +6 (2'w0>)
wo A 1
= — . — (1-1 _(1-1
T 16 (] )+—]-4-w0 ( )+
4 4 T
1-— —_ (=1 —- (-1 | — =
+]'2'w0 = ( D+ —J-2-wo A (1) +6 <w0>)
wg A 1 4 4 (71'))
-9 = . (0 (0 (0 6. — —
T 16 (] 4 - wy —j-4~w0 ()+]-2-w0 ()+—j-2~wg (0) + wo
A
Sy (O+O+0+0+6 <W>>:
T 16 wo
_wo A . ( >_
o1 16 wo/)
A
:7-6:
16
A
=3 =
_3 .4
8

< . ;7 . § X
Srednia wartos¢ sygnatu wynosi g - A.
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1.1.2 Energia sygnalu

Zadanie 4. Oblicz energie sygnalu f(t) przedstawionego na rysunku:

f(t)
A
t

—A

—A-e* dla te€ (—o00;0)
f(t) = i (1.9)
A-e " dla te (0;00)
Energie sygnalu nieokresowego wyznaczamy ze wzoru:
E=1lim [°|f@)? dt (1.10)

T—0 J_ T
2

Podstawiamy do wzoru na enargie wzér naszej funkcji

0 % 2
= lim (/ —A - et -dt+/ A-emot -dt)—
T—r00 _% 0
: 0 a-t 3 —a-t 2
= lim /_;(—Ae) dt+0(Ae ) dt) =
0 5 2
T - 2 a-t . 2 2 —a-t _
= lim (/_;( A) (e ) dt + A (A) (e ) dt> =
0 T
= lim / A? .%ot qt + A% et gt ) =
T—r00 _% 0
0 3
= lim A2-/ 62’“'t-dt+A2-/ e~ 2at gt | =
T—00 7% 0

0
= lim A?. (/
7500 .

62'“'t~dt+/2 e_Q'a't-dt> =
3 0

z=2-a-t w=—-2-a-t
=qdz=2-a-dt dw=-2-a-dt; =

_4a _ d
dt = &= dt = 4w

= lim AZ%. /0 ez'ﬁJr eV . dw —
T—00 _ 2-a 0 —2-a

z
2

(SR
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T—=00 2.

- Th—{go;.za‘ <€Z|g§ - ew‘(%) =
(
(

— lim 2.
To00 2.

= lim —
T—=00 2 .

= lim — -
T 2.

T—=o0 2. q

. . A2
Energia sygnatu wynosi o
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1.1.3 Moc i wartos$¢ skuteczna sygnatu

Zadanie 5. Oblicz moc okresowego sygnalu f(t) przedstawionego na rysunku:

f(t)

I N

2 T
3

wl

Zaczynamy od zapisania wzoru funkcji przedstawionej na rysunku:

A te <0+kz-T;%+k-T>
f(z) = AkeC (1.11)
0 te(l+k T;T+k-T)

Moc sygnalu okresowego wyznaczamy ze wzoru:

P:;,-/Tu(t)y?-dt (1.12)

Podstawiamy do wzoru na moc wzér naszej funkcji dla pierwszego okresu k = 0

s de =
T
z T
(/ ]A\Q-dt—i—/ |0|2-dt>:
0 T
3
z T
(/ A2-dt+/ 0-dt>:
0 T
3
e
0

el

N~ Sl-

Nl =

o~

_0>:

Wl CwlN

wiﬂ/'\

co| B =% Sl =l

. A2
Moc sygnatu wynosi 4-.
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Zadanie 6.

Oblicz moc sygnatu okresowego f(t) przedstawionego na rysunku:

W pierwszej kolejnosci nalezy ustali¢ wzér funkcji przedstawionej na rysunku. Jest to funkcja

przedziatowa. W pierwszym okresie mozemy ja opisaé¢ ogdlnym réwnaniem prostej:

f)=a-t+0b (1.13)

W pierwszym okresie, wykres funkcji jest prosta przechodzaca przez dwa punkty: (0,0) oraz (T, A).

Mozemy wiec napisa¢ uktad rownan, rozwiazaé go i znalezé nieznane parametry a i b:
0=a-0+0b
A=a-T+b
0=09
A=a-T+b
0=5
A=a-T+0

0=0>
P

A wiec funkcje przedstawiona na rysunku, w pierwszym okresie mozna opisaé wzorem:

I ogblniej, calg funkcje mozna wyrazi¢ nastepujacym wzorem:

f(t):%(t—k.T)Akeo

Moc sygnalu okresowego wyznaczamy ze wzoru:

P:;./Tu(t)y?.dt (1.14)

Podstawiamy do wzoru na moc wzdr naszej funkcji:
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= 1t3T =

T3 3 0

A% /1 1
- . (Z.78 .()3)_

T3 (3 3

A2 1
:T3'<3'T _()):
:ﬁ.l.T3:

3 3

A2

. . A2
Moc sygnalu réwna sie ‘%.
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Zadanie 7. Oblicz moc sygnalu okresowego f(t) = A+ B - sin (2” t) przedstawionego na rysunku:

Moc sygnalu okresowego wyznaczamy ze wzoru:

— ClF'/T|f(t)’2'dt (1.15)

Podstawiamy do wzoru na moc wzor naszej funkcji :

2odt =

27
A+ B -sin|— -
+ sm(T t)
T 21 2
A+B-sin|— -t -dt =
(+ sm(T ))

2 2

(A2+2 A-B- Sm<T t)—l—BZ-SinQ(;-t))'dt:
T 2T 9 2
/A dt—i—/QABsm—t dt—i—/B csin? (== t) - dt
0 T T

Tdt+2'A'B /Tsin(% t) dt+B—2 sin ( )
T 0 T T

e/
|

S~
=
=

2
St =

!

e L e T i T e

o\o\o\

:]

/N

I
H|%
S~

2
mz%dtﬁzgzgdz
A2 . 2.A.B (T T B? (T1 T
=7 tly + T ; sm(z)-%-dz—i— T ) 2 (1—003(2 — t)) dt =
A? 2-A-B T [T B* 1 T
- (T-— L . = .. 1— 9.2 —
T ( 0) + T o ), sin(2) - dz + T3 /0 ( cos( t)) dt
A? A-B T B? T T 27
=7 T+ - (—cos(z)]o)—l—f /0 1 dt—/o 005(2 T t) dt | =
w:2-2%.t
- 21 dw _ T -
. T B2 T T
A : — - - —
0>—|- T tlo /0 cos (w) y dw
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A-B B? T
= A%+ - -(—COS(QW)+COS(O))+”'(T_M'_Sin(w)g>:
A-B B2 T 2w T
— 2 = = (=1 1 — .| T . a1 (2) —
A () g (T e sin (25|

A-B B? T 2 o
A2+ 7. = (17 + = . (s 2--T>— ; (2))):
A+ - O+2-T ( +47r (sm( T sin 7 0

:A2+B72- <T+ L. (sin (4m) —sin(O))) =

2-T 47
:A2+f2T- <T+41;T-(0—0)) =
B2
:A2+2-2T’(T):
B
:1424_7
Moc sygnatu wynosi A2 + 372.
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Zadanie 8. Oblicz moc i warto$¢ skuteczna sygnatu okresowego f(t) przedstawionego na rysunku:

W pierwszej kolejnosci nalezy ustali¢ wzér funkcji przedstawionej na rysunku. Jest to funkcja
przedziatowa. W pierwszym okresie mozemy ja opisaé¢ za pomoca dwoch prostych. Ogélne réwnanie

prostej to:

fit)y=a-t+0b (1.16)
W pierwszym okresie, w pierwszej czeéci, wykres funkcji jest prosta przechodzaca przez dwa
punkty: (0,0) oraz (3,A). Mozemy wiec napisaé¢ uklad réwnan, rozwiazaé¢ go i znalezé nieznane

parametry a i b.

O0=a-0+b
A=a-3+0b

0=

A=a-3+b

0="b

A=a-3+0

0="b

A _

3

Podsumowujac, pierwszy odcinek funkcji przedstawionej na rysunku, w pierwszym okresie mozna

opisa¢ wzorem:

Drugi odcinek funkcji jest prosta przechodzaca przez nastepujace dwa punkty: (3,0) oraz (6, —A).

Mozemy wiec napisa¢ uktad rownan, rozwigzaé go i znalezé nieznane parametry a i b.

O0=a-3+0b
—A=a-6+0
—3-a=b
—-A=6-a—3-a
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A wiec drugi odcinek funkcji przedstawionej na rysunku w pierwszym okresie, mozna opisa¢ wzo-
rem:
A

ft)=—5 t+A

W zwiazku z tym, calg funkcje w pierwszym okresie mozna zapisaé jako funkcje przedziatowa:

ol

e for te(0;3)
f(t)_{_g"t—kA for te(3;6)

I ogblniej, calyg funkcje mozna wyrazi¢ nastepujacym wzorem:
A
A (t—k-6 te(0+k-6;3+k-6
f(t) = 3A( ) for te( nker
—5-(t—k-6)+A for te(3+k-6;6+Fk-6)
Moc sygnalu okresowego wyznaczamy ze wzoru:

P:;-/T|f(t)]2-dt (1.17)

Podstawiamy do wzoru na moc wzdr naszej funkcji:

P [ 1@ =
L8 e [ )-
:é-/og(g‘-t)Q dt+%- 36<—§-t+A>2 gt —
:(15./03/;2 t2 dt+é-/36<<—§ t>2—2 44 A+A2> dt =
:?j /03t2 dt + ¢ 36f-t2-dt—é. 36 3‘42 tedt+ 2 ;A?-dt_
:ﬁ'tngrﬁ' 36t2 it — 2 2‘/36t2 L
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6
A? 6
+?'t|3_

A2 A2 3% 9.42 g2

:@'(33_03)+57 3, 18 2,

_@-27+@-(6 -3%) - (62 -32) + - (6-3) =
A% A2 2. A? A?

= 4+ = .189 — L7+ .3 =

6+162 89 36 +6

Af2 7. A? 9-142%_3-142

6+6 6 6

. . A2
Moc sygnatu réwna sie %.

Wzo6r na obliczenie wartoéci skutecznej to:

RMS =P (1.18)

4h a A
Wartosé skuteczna sygnatu to 75
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Zadanie 9. Oblicz moc sygnalu okresowego f(t) przedstawionego na rysunku:

W pierwszej kolejnosci nalezy ustali¢ wzér funkeji przedstawionej na rysunku. Jest to funkcja
przedziatowa. W pierwszym okresie mozemy ja opisaé za pomoca dwbdch prostych. Ogélne réwnanie

prostej to:

FO) =m-t+b (1.19)
W pierwszym okresie, w pierwszej czedci, wykres funkcji jest prosta przechodzaca przez dwa
punkty: (0,0) oraz (a-T,A). Mozemy wiec napisa¢ uklad réwnan, rozwiazaé go i znalezé nieznane

parametry m i b:

O0=m-0+0b
A=m-a-T+5b
0=5b
A=m-a-T+5b
0="5b
A=m-a-T+0

Podsumowujac, pierwszy odcinek funkcji przedstawionej na rysunku, w pierwszym okresie mozna

opisa¢ wzorem:

A

ft) = ot

Drugi odcinek funkcji jest prosta przechodzaca przez nastepujace dwa punkty: (a - T,0) oraz

(T, —B). Mozemy wiec napisa¢ uklad réwnan, rozwiazaé¢ go i znalezé nieznane parametry m i b:

—B=m-T+b

_m.a.T:b
—B=m-T—m-a-T
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A wiec drugi odcinek funkcji przedstawionej na rysunku w pierwszym okresie, mozna opisa¢ wzo-

rem:

B B
1) = — ot .
=g 7ttt

W zwiazku z tym, calg funkcje w pierwszym okresie mozna zapisaé¢ jako funkcje przedziatowa:

[ - A g dla te (0;a-T)
—r B t+ B a dia te(a-T;T)

I ogblniej, calg funkcje mozna wyrazi¢ nastepujacym wzorem:

A
= . (t—k-T dla te(0+k-Tia-T+k-T
fiy= o R o teOkTia- Tk 1)
—7 B (t—k-T)+ & a dla te(a-T+k-T;T+k-T)
Moc sygnatu okresowego wyznaczamy ze wzoru:
1 2
=7 [lror-a (1.20)

Podstawiamy do wzoru na moc wzor naszej funkcji:

1 2
=g [ 17
1 aT| A
T.</0 a- T T—a'T. 1—a
1 ool A T B B 2
:T'/O <a-T't) dt+* /QT(T—Q-T't_l—a'“> b=
1
T

/a.T 7142 2. dt + ! /T ( B t)2 2 B t B +< B )2 dt
. _ . — . f. -a -a . —
o a?-T? aT \\T —a T T—a T 1—a 1—a

Il
S
no
o\g
S~
~
[\
QL
F
+
|
S~
VR
sy
no
~
[\V)
|
[\
Sy
no
~
Q
+
sy
no
hr®)
Q
[\
~—
QL
F
Il

22 24 wrzesnia 2020



Tomasz Grajek, Krzysztof Wegner Teoria Sygnaléw w zadaniach

Loty B 1./T B e
a

2. B2 1 F B? T
- — a2 )+ ;e (tlir) =
T2 -(1—a) 2 et T-(1-a)
A? 1 4 B? 1 1
a2 T3 <3 @ T3.(1—a)® \3 g (D))
2. B2 1 1 B?
— a-(=-T? == aT2>—|— > (T—a-T)=
T2 (1—a)? (2 2 ( ) T-(1—a)? ( )
A? 3 B2 1 1
a’>- T3 3 +T3~(1—a)2 (3 3 i
2. B? 1 1 B?
- .a <-T2— 2 T2)+ 5 a-(1—a) - T=
T2 (1—a) 2 2 T-(1—a)
2 B2 1
= . = (1 =a3)-Z2.73
3 a+T3-(1—a)2 ( a) 3 +
2. B? 1 B?
772-a-(17a2)-7-T2+72-a2 (1—a)-T=
T2 (1—a) 2 T-(1—a)
A? B? 1
. (1=a)-(1 2). =
3 a+(1_a)2 (1—a) (+a—|—a> 3—|—
2. B? 1 B?
— ca-(1 1 .= ca? =
Q4 _ap e (ra)gag—-a
A? B? 1 2-B? 1 B?
- (1 2) .- _ 1 Lz Cq2 =
3 ‘T a (1+a+a?) 37 1=, Ut gty a
A? 2 1
=5 a+l_a-((1+a+a2>-3—2~a~(1+a)-+a2>—
A? B? N 2 3 , 6
=5 a—l—l_a~((1+a+a)-6—2-a-(1+a)-6—|—a -6):
A? B? 1 5 5
=3 a+1ia~6-(1+a+a)-2—2-a~(1+a)‘3+a -6):
A? B2 1
:?-a%—l_a-6-(2+2-a+2-a2—6-a—6-a2+6-a2):
A2 B? 1 5
= gat g (Boter2a?)
A? B? 1 5
:?a+1_a§(1—2 a+a):
A? B2 1 9
_ = . .21 = =
g oty 3 (19
A? B?
:?-a—i—?-(l—a)

Moc sygnatu réwna sie %2 ca+ %2 (1 —a).
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Zadanie 10. Oblicz moc sygnatu okresowego f(t) = A - sin? (wo - t) przedstawionego na rysunku.

f(@)
A
s s s t
~ 2wo 2.wo wo
—A
Moc sygnatu okresowego wyznaczamy ze wzoru:
1 2
P:—-/ () - dt (1.21)
T Jr

Podstawiamy do wzoru na moc wzér naszej funkcji :

1 2
P=—. H|° - dt =
7 Lol
1 T 5 2
—T‘/O ’A-sm (wo-t)‘ dt =
1 T
= A% sint (wp - t) - dt =
T Jo
1 et —e "
. . 4
N e S
T Jo 2.9
1 T Jwot _ p—ywot)4
= — . (e € ) ) . dt -
T Jo (2-7)
n=20: 1
n=1: 1 1
n=3: 1 3 3 1
n=4: 1 4 6 4 1
1 /T " (1 (ereot)t s (—emrwot)0 g (greot)d L (Lemwot)h gL (erwot)? L (—emawot)? .
T Jy 29"
§ L) CE P ) L
(2-9)
1 /T I erwot [ o=0gwot _ g . g3 ywot  g=pwot 4 G . e20wot  g=2: w0t
L = .
N —4 . erwot . g=3ywot 4 G0gwort 64']'w0't> i
24 ,]4
1 T A2 64-]-w0-t70-j-w0-t —4. 63-]-w0-tfj-w0-t +6- eZ-J-wo-th-]-wo-t — 4. e]-wo-t73-‘]-wo-t + eO-]-mg-t74-]-w0-t p
- _ . . .dt =
T /0 16-1
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_ l . /T A2 . e4'j'w0't —4- 62-]-wo~t +6- 60~]-w0-t —4- 6—2-]-wo-t 4 e—4~j'w0't i —
T 16
_ l . /T AQ . 64~j~w0~t + 6—4-]-w0-t —4. €2~]~w0~t —4- 6—2']-w0-t +6- 60 i —
T 16
_ l ‘ /T AQ . e4~]~w0~t + 6—4-]-w0-t —4. e2~]~w0-t —4- 6—2-]-w0-t +6 i —
T Jo 16
2 T
_ 1é4 7 X / (64-]-0.;0-1& + e—4-g~w0~t —4. e2-y-w0-t 4. 6—2-j-w0vt + 6) dt =
. 0
A2 T T T T T
= . / ehrwot ge 4 / e drwot L qr — 4. / e2rwot g — 4. / e Zrwot L dt 4+ 6. / dt | =
16-T 0 0 0 0 0
21:4']'w0't 22:_4'3'W0't 23:2']'w0’t 242_2']‘000'1::
= dz1:4-j-w0-dt d,22:—4-]-w0'dt dZ3:2-j-w0-dt dzg =—=2-9-wo-dt =7 =
1
dt = 4](«00 . le dt = W . dZQ dt = 2]w0 . dZ3 dt = T]wo . dZ4
A? T, 1 1
— . 1. .d 2.~ .
16 - T (/0 ¢ 4-9-wo ZlJr/ c —4 - 9w 22t
1 T
—4/ ~dzz —4- / c——————— - dzg4 +6- dt | =
27w —2-7-wo 0
1 /T 21y 4 1 /T 22y +
g . e -adz - . e - dz
16-T 4-7-wo Jo YT we o 2
1 T 1 T T
4. / 623-dz3—4'7-/ e dzg+6- [ dt| =
2-9-wo Jo —2-7-wo Jo 0
A? 1 T 1 T 4 T 4 T
— . e |t e T . %3 21
16-T <4-g-w0 o -1 Tl ot F
T
+6- 17 ) =
— A2 . ( 1 . 64-]-w0-t T 1 —4-3-wo-t T 4 2-3-.wo-t T + 4 672-]-&20 t T
16-T \4-5-wo 0 4-9-wo 0 2-7-wo 0 2-7-wo 0
T
+6- 1] ) =
A? 1 4 1
— X . gwo ' 4-9wo-0) . —4-3wo T —4-7:wp-0
16 - T <4-]-w0 (6 € ) 4-9-wo (6 © )+
4 ) 4
o i gwo T 29w 0 i —29woT _  —2-7:w0-0 . . —_
5w (e e )—'—72-]'000 (e e )—|—6 (T O))
A2 1 4 1
_ X . gwo T _ 0) _ . —4-3wo- T _ 0
16 - T <4-]-w0 (6 6) 4-9-wo (e e)+
4 ) 4
o X gwoT 0 . —2.9woT _ 0 6 - T) _
2]w0 (e €)+2]w0 (6 €>+
A2 1 A 1
_ ) ) gwoT 1) — . —4-9woT 1
16 -T <4-3-w0 (e ) 4-7-wo (e >+
4 ) 4
B . Jwo T 1 . —2-3wo T 1 6 - T> —
2‘]'(&}0 (6 >+2jw0 (6 )+
_ A2 64-]-w0-T 1 674-j-w0-T N 1 N
16T \4-9-wg 4-7-wo 4-g-wo 47w
4 - 62'J'WO'T 4 4 . 6*2-.]-0.}0-’1—‘

_ _ 6-T) =
2-7-wo +2-]~w0+ 2-7-wo 2-]~CUO+ )
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A2 e4-]-w0~T 6—4-]~w0~T 4 . 62~j~w0~T 4 . 6—2~j~w0~T

16-7 4']'0J0_4-j~UJO 2-7-wo + 2.7 wo
A2 64~j~w0~T _ €—4~j~w0~T 4. 62-]-wo-T —4- €—2~]-w0-T
= . — +6-T)| =
16-T 4-7-wg 27 wo
A2 1 e44]~w0~T _ 6—4-]-w0-T 4 e2~j'w0'T _ e—2~]-w0-T
— . . - +6-T) =
16-T \2-wg 2.3 wo 2.9

= {inte) = 2= =

A? 1 4
= < -5in(4-w0-T)—-sin(2-wo-T)+6-T>:

16-T 2-(«}0 wo
— _2r | _
={r=5)=
A? 1 2 4 2 2
= 3 ( -sin<4-w0~w)—-sin(?-wo-w)—l-ﬁ-ﬂ-):
16£ 2'&}0 wo wo wo wo
A? o 1 4 o2
-sin (87) — — - sin (4 6. — | =
T (2-w0 sin (8) o sin (4m) + UJ0>
A?. 1 4 2
32m 2-wo wo wo
_Aewy tom
321wy
_3-A2
8
Moc sygnatu réwna sie %.
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Zadanie 11. Oblicz moc sygnatu f(t) = A-sin(k-t)+ B-cos(n-t).

Pierwszym krokiem jest ustalenie czy sygnal f(t) jest sygnalem okresowym czy nie. Nasz sygnal

jest suma dwdch funkeji okresowych fi(t) = A - sin(k-t) i fo(t) = B - cos(n - t).

Suma funkcji okresowych jest funkcja okresowa, wtedy i tylko wtedy gdy stosunek okreséow funkcji

sktadowych jest liczbg wymierna
Ty

W naszym przypadku

Ty =

11
15

SSEEENINE R

n
k
W ogélnoéci liczby n i k moga byé dowolnymi liczbami rzeczywistymi n, k € R. Zalézmy jednak iz

ulamek 7 jest pewng liczba wymierna § gdzie a,b € Z sa liczbami catkowitymi.

Ty

a
— = =—-abeZ
o a,b

n
kb

S [§[=1

W takim przypadku okres naszego sygnatu jest Najmniejsza Wspolna Wielokrotnoscia okreséw
funkeji sktadowych. Stwérzmy wiec tabele z kolejnymi wielokrotno$ciami okreséw funkeji f1(t) i fa(t).

Zgodnie z przyjetym przez nas zalozeniem

Wielokrotno$¢ okresu | 1 2 3 a b
2 27 27 2 27
Ty Zrlg.2rj3.2m a2 | b-?
2 2 27 2 2
Ty w23 a-3 b-
T1 a
—=—-=b-T1=0a-T
T, b L=ari

a wiec a-ta wielokrotnosc¢ okresu pierwszej funkcji jest rowna b-tej wielokrotnosci okresu drugiej funkc;ji,
a wiec jest ona poszukiwang przez nas Najmniejsza Wspolng Wielokrotnoscia. Zwiazku z tym okresem
naszego sygnalu jest T'=b-T = a-T5. Aby obliczy¢ moc nalezy wybraé przedzial o dlugosci jednego
okresu. Przedzial moze byé¢ dowolnie polozony, przyjmijmy wiec przedzial t € (0;T)

Moc sygnalu okresowego wyznaczamy ze wzoru

P ;/OT FOP - dt (1.22)
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Podstawiamy do wzoru na moc wzér naszej funkcji

1 T
P=_
)
I . 2
:T/ |A-sin(k-t)+ B-cos(n-t)|”-dt =
0

Poniewaz mamy doczynienia z sygnalem o wartosciach rzeczywistych mozemy pominaé obliczenie

modulu.

P:;/T(A-sm(k-t)+B'cos(n-t))2~dt:

T/ (A sin(k-t)>+2-A-sin(k-t)-B-cos(n-t)+ (B~cos(n-t))2)-dt:
T/ ( sin®(k-t)+2-A-B-sin(k-t)- cos(n-t)-f—Bz-cosQ(n-t))-dt:
% </ -sin® (k- t) - dtJr/ 2-A-B-sin(k-t)-cos(n-t) dtJr/ B%.cos*(n-t)- dt)z
0
1 2 2 [T o
=7 A -/0 sin?(k-t)-dt+2-A-B- / sin(k-t)-cos(n-t)-dt+ B*- /0 cos“(n-t)-dt| =
={ sin(x) = <57 cos (a) = LA =
2
1 9 T €j~k~t _ e—j~k~t
- _. . - " ) dt
T (A /0 ( 29 +

T 3kt _ —3kt Jn-t —yn-t
+2-A-B./ e e € +e di+
0 2.9 2

T Jn-t —gynt 2
v <€+6> .dt) _
0 2

1 5 [T (e]-k.t)2 9. ekt okt 4 (ef}k-t)Q
a2 /
0

T Ldt+
2
g (2-7)
n 9. A B. /T e]~k~t . eJ‘n-t —+ €J~k.t . e_]'n-t _ e—j-k:.t . ej.n.t o e_J.k.t . 6—]'71'15 . dt )
et 2 . o I
+B2- T(ejnt) +2.€]nt_€ Jnt+(e ]nt) AN
0 92
_ l ‘ A2 . /T 62'j'k-t —92. e]'k't*]-k-t + 6*2'j-k-t s
T 0 )
T ].k.t+]'n~t ]‘k't—].n-t _ —]'k't+]-n-t . _]’k‘t—]"n't
+Q'A'B’/ : - : ‘ Cdt+
0 4. 9
n B2 . /T e2ynt +2. elnt—gnt + =2t . dt) _
0 4
NS /T R AL S dt +
T 0 ]
7-(k+n)-t 7 (k—n)t _ _—y(k—n)t _ _—3(k+n)-t
+2.A-B. / +e e . .
4.9
+ B2./T eIt +2~Z° + e 2um .dt> _
0
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1 A2 T
L (4 (g e
- 0
2.

T
AJB / (ej~(k+n)-t + ej~(k—n)-t o e—]-(k—n)~t o e—j~(k+n)~t) dt +
0
BZ / 2]~n~t + 2.1 + e—24]~n-t) X dt) —
A2 T T T
— / eIkt qp / 2.-dt + / e 2kt gt +
4 0 0 0
A-B T T T T
. / el (ktn)t gy 4 / el (k=n)t | qp / eI (k=n)t gy / e~ r(ktn)t g ) 4
49 0 0 0 0
B2 T T T
+ = / e2Imt L qe + / 2. dt + / e~ 2t g | =
4 0 0 0

Zl:zjkt 22:_2jkt 2’322]nt Z4:_2jnt
dz1=2-3-k-dt dzo=—-2-7-k-dt dzz3=2-3-n-dt dzg=—-2-3-n-dt
d d d d
) dt= 2~j~1k dt = —2?32.1!@ dt = Z3n dt = _;j‘{n

2z5=2-7-(k+n)-t z6=-2-9-(k+n)-t zz=2-9-(k—n)-t 28=-2-9-(k—n)-t
dzs =7 -(k+mn)-dt dzg=—y-(k+mn)-dt dzz=3-(k—n)-dt dzs=—y3-(k—mn)-dt

__dz dz dz _ dz
= 3t (=) dt = <k =) = =0

A2 T d21
A= Zl. _2
(-4 (/0 ‘ / dH/ —2 T k)
-A-B T dz5 dzy
. 6Z5.7+/ €Z7.7+
4.3 </o 7+ (k+mn)  Jo 7+ (k—n)
_/TGZS.d%_/Tezﬁ.dZ@‘ N
0o =) h C =)
B2 T ng
= €% . 2. [ at =
+ 4 <./0 2. + / +/ 2. 7" n))
1 [ A2 1
S (el . cdzy —2- | dt -d
T <— (2-]-/{: 0 #L / +—2 1k / ZQ)
2

248 ! /T ot / e - dzr +
. . Z _— Z
47 \y-(k+n) Jo Ty (k=n) Jo !

+
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1 [ A2 1 ) T 1 T
— 2kt gy T e 2kt )
T (—4 (2-].k ¢ ’0 o 5,k € ‘0 +

+2 f:yB ' <J' (k:1+ n) 6]'(k+n).t’z T (k’l— n) ej.(k_n)'t‘OT i

n j(kl_n) . e—a-(k—n»t‘z N ](lirn) . e—y-<k+n)~t‘§> n

S (e =g ) -

_ % ' (i ' (2 j . (62-]-k-T B eQ-]-k-O) 2. (T—0)— 5 jk ‘ (6—2.j.k.T _ e—2~j.k.0>) n
P (G (T o) g (T et
+ — (kl— o <e—j~(k—n)-T _ 6—J~(k—n)~0) I - (k1+ 3 (6—1-(k+n)-T _ e—a~(k+n)-0)>

] +
B? 1 5 1
= . . gnT 2910 . _ _ . —29nT _ —2-9n0

+ 1 (2-j-n (e e )—|—2 (T —0) > (e e )))

"k
(5 (g et =) v ot )
< 1

N 41:3 (1:+ e (e].k.T LT eo) s (ej.k.T p— 60) N

N ](kl_n) _ (e_J.k.T LT eU) n j(lirn) _ (e_J.k.T T eo)) n

B (2;n(&mﬁmﬂq+gT_2;n(awm%_wD>:

(B G g ety ).

$ ZE B (s (M e ) s (@R e )
1

. —]~k~b~2f ] ]-n@%’ 1 1 . kb2 2r —j-n~a-2f 1 )
e ‘ )+ Ty (7 e )+

. B2 <2 1 (62.J.a.27r . 1) +9.7— 5 ;n . <6*2-j-a-27r — 1))) =

4
Y
+ 2 44]3 ) (j. (k1+ 5 . (eﬂ-barr a2 _ 1) 4 j(kl_n) ) (e].b.gﬂ era2m _ 1) N
+ j(kl—n) . (e*J-b-% L ela2m _ 1) + j(k:l—kn) . (eq.b.zﬂ L eralm _ 1)) n

e e my e
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v 6]-a-271' =1 4 e2-]-a-271' =1
acZ acZ

v e—j~a'27T =1 4 e—2-g-a-2ﬂ' =1
_ acZ acZ

v 6j~b~27r -1 v e2']'b'27‘(‘ =1
beZ bez

v e*]-b-27r -1 4 672-]-b-27r -1
beZ beZ

1 A2 1
:T.<_4.<2‘].k.(1_1)_2.T_
2~A-B.< 1 a1+
4.y 7 (k+n)
1 1

Ty T Ty

+ 2( ! 1-1)+2-T !
2-79°mn 2

0—2.-T—
2

b
©

B2

. . A2
Ostatecznie moc sygnatu wynosi 5 + 5~

2

9k
1

31

.(1-1)>+
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Zadanie 12. Oblicz moc sygnalu okresowego f(t) przedstawionego na rysunku:

Dla zakresu t € (—1;1) sygnal opisany jest wzorem:

fty=1-1¢2

Moc sygnatu okresowego wyznaczamy ze wzoru:

_ 1. 2.
P [ 180

Dla tego sygnatu okres T' réwna sie 2.

-7 s

1
2

—_

T2

—_

T2

)—“OOI\D\I—‘M\}—‘[\D\H[\D\H N = N

Moc sygnatu réwna sie 1%.

/ ‘1—752‘ Cdt =

1
1—t2 Ldt =
1

1
/ 1—2 t2—|—t4> dt =
1

-/111 dt + t2-dt+/11t4-dt]:
i 1 1
oot +ﬁ ]:
g s
2

(1= (1)) =5 (1= (D) + 5 - (1= (1))
2 4 2

‘3+5}‘

30 20 6

115 15 15}

16

6

32

(1.23)

(1.24)
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Rozdziat 2

Analiza sygnaléw okresowych za

pomoca szeregéw ortogonalnych

2.1 Trygonometryczny szereg Fouriera

Zadanie 1. Wyznacz wspélczynniki trygonometrycznego szeregu Fouriera dla okresowego sygnatu

f(t) przedstawionego na rysunku

W pierwszej kolejnoéci nalezy opisaé sygnat za pomoca wzoru.

14te(0+kﬂx§+kqj
flz) = AkeC (2.1)
0 te(L+k T;T+k-T)

Wspoélezynnik ag wyznaczamy ze wzoru:

%:%Aﬂﬁﬁ (2.2)

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0
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1
a =g [ 1) -dt=
z T
:1</2A~dt+ 0dt>:
T 0 %
1 3
=—(A- dt =
T( I +0)
Lyl
-7 (418) - 2
A T
:T.ﬂg:
A (T g)-
== 13 =
_A4 (T)_
=7\3)=
_A
2
Wartosé wspotezynnika ag wynosi é.

Wspdlezynniki ap wyznaczamy ze wzoru

ak:;Lf(t)ocos(k-?T-t)-dt (2.4)

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

T Jo
2-A (% 2
:T OZCOS<I{?~; t) dt:
z =k Q%t
={d: =k-Z.dt\ =
_ dz
dt _k'%

_2-A %cos(z) dz
—Z =
T 0 k T

2-A (%
= 2ﬁ/2cos(z) dz =
Tk;? 0
A T
:msm(z)ﬁ:

Aﬂ (sin (k-m) — sin(0)) =
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A

(sin(k-m)—0)=

T
A
k-m

o

~sin (k-m) =

0=

o
-‘:,>
3

Warto$é wspoélczynnika aj wynosi 0

Wspodlezynnik by wyznaczamy ze wzoru

bk:;/ipf(t)-sin<k-2$-t>-dt (2.5)

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie £k = 0

0

A 2 T 2
= <cos<k-T-2>—cos<k-T-O)>—

= — A (cos (k- m) —cos(0)) =

= i(cos(k-w)—l):

—
A
ke

x>

3

T
(1 —cos(k-m))
/4 , . . A
Warto$¢ wspétezynnika by, wynosi ;= (1 — cos (k- m)).
Ostatecznie wspoOlczynniki trygonometrycznego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na

rysunku przyjmuja wartosci.
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A
apg = 5
A
b = —— (1 — cos (k- 7))
k-m
Mozemy wyznaczy¢ kilka wartosci wspotczynnikow ay i by
k 1 12 3 |4] 5 |6
ap | 0 0] O 0 1]0
be | 221022 0] 24 |0

Podstawiajac to wzoru aproksymacyjnego funkcje f(¢) mozemy wyrazi¢ jako

ft) = i [ak cos (k: T t) + by - sin <k‘ T t)]
g (2.7)
g ,;K 1cos(k:-7r)>-sin<k-;-t>}

W przypadku sumowania do k,qr = 1 otrzymujemy:

ANANAL

T
2

N’H

W przypadku sumowania do ke, = 3 otrzymujemy

f(@)
AW aAWA!
_% % T

W przypadku sumowania do ke, = 5 otrzymujemy

f(t)

SV AN A VY A VI
% T

N g
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W przypadku sumowania do kpqp = 11 otrzymujemy

f(t)
7 A A A "v/ t
_T T T
2 2
W przypadku sumowania do kpqr = 21 otrzymujemy
f(t)
aliakalin
v \J v v v , t
_T T T
2 2

W granicy sumowania do k., = 00 otrzymujemy oryginalny sygnat.
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Zadanie 2. Wyznacz wspolczynniki trygonometrycznego szeregu Fouriera dla okresowego sygnatlu

f(t) przedstawionego na rysunku

N
=N
oS
|
[
-

8|

W pierwszej kolejnosci nalezy opisaé¢ sygnal za pomoca wzoru.

~A te(-F+k-T0+k-T)
f@y=14 te(0+k-T;T+k-T) AkEC (2.8)
0 te(F+k- T2 4k-T)

Wspoélezynnik ag wyznaczamy ze wzoru

ao = % /T £(t) - dt (2.9)

Podstawiamy do wzoru wzér naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0
=7 /10
- (/ A dt+/ Adt+/ Odt)
1 4

—A.dt+/zA.dt+o
0

(a0
( /Ozdt+A-/04dt+O>
( A-t|(l:£+A-tOZ>:
(-
-

NH

IL

(- (5)) e (5-0) -

T T
A 4+A~4)_

(0) =

Wartoéé¢ wspoétczynnika ag wynosi 0

Wspdlezynnik ap wyznaczamy ze wzoru

o = ;/Tf(t)-cos (k?ft) dt (2.10)
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Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie £k = 0

ak:% f(t)-cos(k-%'t>-dt—

2 [ [0 o i o &t o

= — —A . — A _ . . —_ . fr
T (/ cos (k T t) dt + ; cos (k T t) dt—i—[i 0 - cos (k T t) dt)
2 0 2 T 2 s

:T<—A /_ cos(k-%-t) dt+ A 04cos<k ;ﬁ)-dt—l—/{4 0-dt)| =

) 2m ) 2 T
—<52n<k~T'0)—52n<—k-T-4>

() o 3) o) -
:/@1-47{<_ (O—sin(—kr;r))+(sm<k~;r>—0 ):
:kﬁr'<sin(—k-g>+sin<k-g>> -

:k:.}'(_sm <k72r> + sin (k ;r)) -

Wartosé¢ wspotezynnika ay, wynosi 0

Wspétezynnik by wyznaczamy ze wzoru

by = ;/Tf(t) - sin (k: . 2% -t> - dt (2.11)

Podstawiamy do wzoru wzér naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

2 . 27
2 ([0 o 7 o &L o

—— _A-si 2R ). A-si 2R ). . L2 —
T </—Z sin (k T t) dt—i—/o sin (k T t) dt—i_/f 0-sin (k: T t) dt
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U 2 T 2 T
/ sin|lk-— -t -dt+A-/ sinlk-— -t odt+/ 0-dt)| =
_T T 0 T %

4

|
M|
/T\
o

z =k 2% t
={dz =k-Z.dt} =
d =%
2 0 dz T dz
= — fA/ sin(z) - 7TJrA-/ sin (z) 7T+O>:
T( -1 k-7 0 ko
2 A /0 , A T
== |- sin(z) - dz + — / sin(z)-dz | =
T( k-2 )z k-2
0 T
_ 2. Aﬂ (—/ sin(z)-dz + 45@71(2) dz)z
T k-7 T 0
A T
=t ( 2)|° T—cos(z)6‘>:
A 0 2m T
= (cos k: — t _Z—cos(k'T't>O>—
A 2 T 2 T 2m
= ((cos(k — O)—cos(—k-T-4>>—<cos<k-T‘4>—cos<k“T~0>)>—
A m T
=T ((cos — cos ( k- )) - (cos <k . 2) — cos (O))) =
“r (O e (k) oo (1 5) o)) -
T cos ( cos 5 cos 5 cos =
A i 71'
1_ — — . — 1 =
= ( cos(k 2) cos(k 2)+ )
A
= (2-2. 2)) =
=, ( cos(k‘ ))
2-A
S -
e ( cos(k >)

;. , . 2.4
Warto$¢ wspélezynnika by, wynosi 22 - (1 —cos (k- J))

Ostatecznie wspoOlczynniki trygonometrycznego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na

rysunku przyjmuja wartosci.

CL():()
ar =0
2-A T
-2 7. (1= 2
by e ( cos(k 2))

Mozemy wyznaczy¢ kilka wartosci wspotczynnikow ay i by

k 1 2 3 4 5 6
ak 0 0 0 0 0 0

24 | 2.4 A 2A | 24
b | 5| 5 | 5210 57 | 57
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Podstawiajac do wzoru aproksymacyjnego funkcje f(t) mozemy wyrazié¢ jako:

f(t)zcuﬁ—i [ak-cos(

f(t):i [ii <1—cos

k=1

W przypadku sumowania do kqp = 1 otrzymujemy:

JANEVAN

W przypadku sumowania do ke, = 2 otrzymujemy:

(t)

L\

R
\/ 3

VY

W przypadku sumowania do ke, = 3 otrzymujemy:

A A

~+

Sl

v f

VIR

W przypadku sumowania do kjqp = 5 otrzymujemy:

o[~

41
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W przypadku sumowania do ke, = 6 otrzymujemy:

f@®)
A

Sl
2N

W przypadku sumowania do kpq; = 11 otrzymujemy:

f(t)

A O
Wl

W przypadku sumowania do ke, = 21 otrzymujemy:

mmhm |
BREIVRERE Y

W granicy sumowania do kpq; = 00 otrzymujemy oryginalny sygnatl.
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Zadanie 3. Wyznacz wspotczynniki trygonometrycznego szeregu Fouriera dla okresowego sygnalu

f(t) przedstawionego na rysunku

W pierwszej kolejnosci nalezy ustali¢ wzér funkeji przedstawionej na rysunku. Jest to funkcja

przedzialowa. W pierwszym okresie mozemy ja opisaé¢ ogblnym réwnaniem prostej:

f)=a-t+b (2.12)

W pierwszym okresie wykres funkcji jest prosta przechodzaca przez dwa punkty: (0,0) oraz (T, A).

Mozemy wiec napisa¢ uktad rownan rozwigzaé go i znalezé nie znane parametry a i b.
0=a-0+0
A=a-T+b

0=09
A=a-T+b

I ogélniej calg funkcje mozna wyrazi¢ nastepujacym wzorem

f@%:%-@—kJUAkEC

Wspéblczynnik ag wyznaczamy ze wzoru

%:;Aﬂwﬁ (2.13)

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

wo =7 [ 10)-di =
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~/
~
¥
S
o

):

~
N
NN NN e N e

/7 , . A
Wartos¢ wspotezynnika ag wynosi 4

Wspdlezynnik ap wyznaczamy ze wzoru

ak:;/Tf(t)-cos (k?t) - dt (2.14)

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie £k = 0

ak:;Af(t)'cos<k'?T't>-dt:

T T T 2m
—_— . ) k-i-t -dt pr—
( o Jo koom Sm( T > )
2-A T 21 T 2 T2 21
= . T. ceainlk-Z22.T7)—0- csin k- 22 . - . k2Dt
T2 (( on sm( T ) 0 I on sm( T O>)+(lz-27r)2 cos( T )
T2 2 T2 2T 2
.o R ol - . NIl Al 2D —
<]€-27T sin <k‘ T )+(kz~27r)2 (cos (k T ) cos (k: T 0)))

Wartos¢ wspotezynnika ay, wynosi 0

Wspoélczynnik by wyznaczamy ze wzoru
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by = ;/Tf(t) - sin (k: - 2% -t> - dt (2.15)

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

2. A T T o7
—W <—t k W‘COS(k’T’t)O‘f‘ ) kj27r COS(th>dt>—
2. A T o T o 2 o \|"
— . . R aJ) . 2D . g it —
5 ( ( on cos <k ) 0 on cos (k: T 0))—1— k 7r)2 sin (k t)o)
2-A 2 2 2 2
:2-<— <k -COS(k‘-27r)>+( 27r)2-<sin(k-; T —sm(k-7T O)))—

—92. 4.

1
=2:4 _k-27r>_
— 2'A_

T k2w
B A
T kemw

/. / . . A
Wartos¢ wspotezynnika by, wynosi ——

Ostatecznie wspolczynniki trygonometrycznego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na

rysunku przyjmuja wartosci

Mozemy wyznaczy¢ kilka wartosci wspotczynnikéw ag i by
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k 1 2 3 4 5) 6

ay 0 0 0 0 0 0

b | _A| _A | _A|[_A|_A|_A
k s 2. 37 4. 5.1 6-7

Podstawiajac do wzoru aproksymacyjnego funkcje f(t) mozemy wyrazié¢ jako

4 = ) (2.16)
w
t) == — k-t
105+ 2 |(-57) o (-7 )]
W przypadku sumowania do ke, = 1 otrzymujemy
f(t)
/\i /\/\/
t
=T T 2-T
W przypadku sumowania do ke, = 2 otrzymujemy
f(t)
'\/_/A\\//\/_/\ t
=T T 2-T
W przypadku sumowania do ke, = 3 otrzymujemy
f(t)
AV VA VAV
-T T 2-T

W przypadku sumowania do ke, = 7 otrzymujemy
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\
\
;

W przypadku sumowania do ke = 11 otrzymujemy
f(t)
/\/l‘t/\/\/ t
-T T 2-T

W granicy sumowania do kp,q; = 00 otrzymujemy oryginalny sygnatl.
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Zadanie 4. Wyznacz wspoétczynniki trygonometrzycznego szeregu Fouriera dla okresowego sygnalu

f(t) przedstawionego na rysunku.

W pierwszej kolejnosci nalezy opisa¢ sygnal za pomoca wzoru:

flz) = Avoin (o) te (00k T+ hT) ANkeC (2.17)

0 te(§+k4nT+kxﬂ

Wspodlezynnik ag wyznaczamy ze wzoru

%:;Aﬂwﬁ (2.18)

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

1
ao—f/Tf(t)‘dt—
1{[% o 1 T
= — A. ) . . J— . =
T(/o sm(T t) dt+T/€0dt>
A 3 . 21

—A/gsm<27T t) dt =
=7, = —
z

2
=2y
_ 2m
=dz =7 dty =
a =4
T
A [z (). &
== sin (z) - 5 =
T Jo =
A T
= 27T/25”1(,2:) dz =
T v0
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=—— - (cos(m) —cos(0)) =

/7 , . A
Wartos¢ wspotezynnika ag wynosi £

Wspodlezynnik ap wyznaczamy ze wzoru

ak:;/Tf(t)-cos (k?t) - dt (2.19)

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

ak:;/Tf(t)-cos<k-2;j-t)-dt:

2 T 2 T )
=7 < A sm(T t) -cos(k:-;-t) -dt+/T 0~cos(k-;-t) dt) =
0 7
2 7 2 2 T
:T-<A /2sin(;~t>~cos(k:~;~t)-dt+/T O-dt):
0 B}
)T L =1
_ Jcos (v) =5 B
sin (z) = ¢ = ’
_2 (4. /5 L A T ~dt+0) =
T 0 27 2
2 A % 2w 27'r 27 27
A i 3Ft o FE (Tt ke ) g =
3 ([ ) (e )
T 2-23 Jo
T
_ TA2 2 e]'%'t—’—]'k + e] 27 4 ]k} e_],2%,t+‘j.k.2%.t o e—j'Q%'t—]'k'z%'t) . dt _
J
A T

(eJ Fot(ltk) 4 o Fr(-k) _ mr Ft(-k) _ JZM(IM)) i =

eI (k) _ o (k) g o Gt (1=k) _ gy (1 k’)) dt —

T.
A L (e ZFt(Itk) _ omp 3 t(bk) o 3 t(1k) _ =g 5 t-(1—k)
-5 T dt
T Jo 29 29
A 3 (27 (27
—T‘/O sm(T-t'(l—l-k))—l-szn(T-t-(l—k)))-dt—
A . (2m T /or
21 =%t (1+k) 2 =%t (1-k)
=dz 2%-(1+k)~dt 29 :2%-(1—k)-dt =
dz _ dz
dt = (11+k Nk#-1 dt = 2%.(12_,6) ANk #1
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+

N SIY

+

N S

+
¥

e Y]

Wartos¢ wspolezynnika ay wynosi £ - —5—

DO
3

CcOoS

\>w>w>§mm>ﬂ

(m
cos (m- (1 —
2

sin (z1) -

ﬂ\?

.
(1+k)
1

[e=]

% (1+k)
Z.(1-k)

(1 —cos(m

k-

—I—H

1

- (cos (0) — cos (7

dZ1
(1+ k)

N

sin (z1) - dzl—l—W

- (cos (0) — cos (- (1 — k:))))

(1—1—]4:)))—}—%-(1—005(#

1

- COS

—cos (T

—k+k-cos(m

T
2
+/ sin (z2) - 5~
0 2 (1 _

k

(14 K))) +

dZQ
. (1

T

T

k)) )

1

(1+k)) +

1+k

1+k) -1

_k)
1 —cos(m

(=)
(1

5 -/05 sin (z2) - d22> =

— cos (T

-<1—k>>>)
(1—-k)+k—Fk-cos(m

l—cos

1+k)( %)

—k+k-cos(m

~u+k»+

(1+Ek)+1—cos(m

(1+k)-(1-
-(1—k))+k—k-cos(7r~(1—k))>

k)

~<1—k>>>

(i
(et
(
.

—cos (m

(14+k)+k-cos(m

(1+k)) —cos(m

(1+k)-(1-k)
(1K)

)_

k- cos (m

(1))

+cos (k-m) —

(1+k)=cos(m+k-m)=
k))=cos(m —k-m)=—cos(—k-m)=—cos(k-m)
k-cos(k-m)+cos(k-m)+k-cos(k-m)

1

_]€2

—cos (k- )

1— k2
1+ cos (k- m)
1— k2

1—k2

2+4+2-cos(k-m)

A

1+cos(k-)

k2

dla k #1

|

Wspdlezynnik ap dla & = 1 musimy wyznaczy¢ raz jeszcze, tak wiec wyznaczmy go wprost z

definicji a;:
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2 2
alzf f@)- 05(1-T~t>‘dt:
2 2 T
=7 </ A - sin -t>-cos(1 T-t)-dt—k/go'cos(l- t) dt>—
2 7r 2 T
=7 ( sin -t)-cos(T-t>-dt+/€O-dt>—
] T 7T
:{cosx _e+2€}_
J T __ Jx
sin(z) = “—;
:z‘ A'/:zreﬂzq:r't—e—ﬂ'zq:rt e]Tt+€]Tt'dt+0 _
T 0 27 2
2 A /g 2m 4 _ .27 27
=—|— Tt et T) (T e T gt | =
(i [ )- )
T
:%% /2 (eﬂ 2y t e R S BEPCE RS R R Q_J%W).dt:
J
A g( 2 2 2 2 2 2 )
— FttyTet 7T t—g et =)ottt =) t—y gt _
— + el T e JT e 7T T -dt =
T-2 /0
A T( 2 2 2 2 )
_ 2 27 .4-(1+1) 72Et(1-1) _ —3 3 t(1-1) —y 2t (141) _
= el +e e T e T - dt
T-29 /0
A T
:T ; /2 (6 +€J2 40 7j27rt0 7327Tt2>-dt
©2] Jo
A T >
2 s s
=7 / ( 2 om0 eo)~dt:
t2] Jo
:% /:§< 75t _ —J2‘"t2>‘dt:
0
A 3 2
:T-/()Qsin<;~t-2>-dt:
A /§ , <4w t) ”
=_—- sin|—-t)-dt=
T Jo T
z :%ot
={dz =% -dt) =
a =%
T
A /5 » dz
=—- sin(z) - - =
T Jo =
A T
= 4ﬂ-/25m(z)od2—
TT 0
A T
= (sl ) -
A (47r t>§
=— | —cos|—- =
4 T 0
A ( (47r T> (47T O>>
=—— (cos|— =) —cos|—- =
47 T 2 T

o1
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A
= (cos (2m) — cos (0)) =
=—— (1-1)=

Wartoéé wspotczynnika a; wynosi 0

Wspodlezynnik by wyznaczamy ze wzoru

bk:;/Tf(t)-sin (k?t) -dt (2.20)

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie £k = 0

bk:;Af(t)-sin(k-?-t>-dt:

2 3 2 2 2
:T.< ‘A Sm<£-t>-sin<k‘-; ) dt—l—/ 05m<k‘-;-t>'dt>:
0
2 3 2 2
=7 (A-/2 sin(zzr't> sm(k:zzr ) dt+/ 0- dt) =
0
={sin() =5} =
_2 (4 /5 AR A S dt+0| =
T 0 2) 2)
2 A % 27 27 21 27
_ A 6J'T't . e_j'T't) . (ej’k'T't —]k t> dt] =
T (2]-2] /0 (
2 A % 27r .+ 2T ¢ 27 e k27t .21y k27t T ¢ k2T
:Tﬂ (ej ceINTt el R A I —i—ej e T)-dt:
A % ( 2 2 2 2 2 )
_ Ptk 3t _ Atk 3ty Stk ’*t+e—y t=ykFt) gt =
T-7-2 /0
A Z
= /2 ( PECHR) _ o (k) _ (k) t(1+k)) di —
*J4)] Jo
A 5 ( 2 )
_ PECAR) | o Bt (k) _ g B 0k) g (=R | gy —
T-3-27 Jo
A /g e Ft(14k) | o= t-(1+k) - el Ft(1=k) | o= t-(1-k) i
" T30 ) 2 2 N
A (3 2
=7 /02 (cos( -(1+k)>—cos(?-t-(l—k)))-dt—
A 3 5 o
= —— . 1 . — _ . 1 — . =
T </0 cos t-( —i—k)) dt /0 cos ( T t-( k)) dt)
21 2% ( —i—k) 29 :%-t-(l—k‘)
={dyy =% . (1+k)-dt 29 =22 . (1—Fk)-dt § =
T T
_ dz _ dz
dt —m/\k#—l dt = (2 Nk #1
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——é- cos (z _&7 %cosz & =
_ A (/ ) gy ) eon ) ?(1_,@)

:_;(%’r e Agcos(zl)'dzl_%? = /05603<22>.sz)_
—_?.<¥'(1+k).<sin(z1)|0§)—277:'(1_16). sm(z2)|§)>_
- (g (s (0o gz (o (eaw)])) -
:—;-<m-<sm<2;-§-(l+k))—sm 2% 0 (1+k)>>+
i (3 50) - (Bva-a) -
|

Warto$é wspdlezynnika by, wynosi 0 dla k # 1
Wspdlezynnik b, dla & = 1 musimy wyznaczy¢ raz jeszcze, tak wiec wyznaczmy go wprost z

definicji by:

Nl N N

T
7 (27 ) 2m T , o
-(0 A-sm(T't>osm<1-T~t)-dt—|—/€ 0-szn(1-T-t>-dt> =

Il
=
VA
S
S
—
8
. ~
\
s
S
8
v |
<o
~
8
@ =

1
M|
N
s
S—
N
D
<
Sl
&
[\]
S
<
Sl
&
®
<
)ﬁ
[\]
S e
<
S
&
jo W
~
+
(an)
~_
1
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_2 A 3 Pt _]27rt PR L A
ST 27-2y /0 (e ) (6 € ) o
T
_E A ) 2 ]2"75 ].QJt ]27",5 ]2“,5 _].QJ.t' J.Ql.t _]421‘,5' _].QJ.t ) o
=T 5,9, e el Tt —e e —e Tt T eI T e T dt =
J - 2]
Z
:TA2 /2( PEIIE P T T ATy =
J- 43 Jo
A 2 725 t(141) 7 (1-1) _ =y 2 t(1-1) —7- 25 -(1+1)
T T2 /0 <e — < e ).dt:
A % 27Tt2 27 27
= e +e_]Tt'2 el Tt eJ'T't'O)dt:
T-7-2 /0 (
A 2 2712 0 0
:Tj 2]/0 ( e e)'dt:
A _/5 T t2+eJ2”t2_1+1 o
- T-3-3 Jo 2 2 B
A [z 2
[ (o))
A (/5 <47r > /gdt>
= ——. cos | — =
T 0 T 0
z —4%~t
={dz =7 dt) =
dt g
T
A ( T dz T
=—=" cos(z)-— —t|g | =
T /0 ir 0)
T
A (1 [z T
2
=— .= dz—|—=—-0 =
T <4771r/0 cos (z) - dz (2 ))
A 1 . T T
A <4T7r sin (2)|¢ —2> =
A (1 | (477 t)? T
= ="\ 7= S| -~ - = | =
T \Z"\T )|, T2
A 1 (4 T Y T
:—T- ? sin T 3 — s ?-0 -3 =
A (1. . T
=—7 <4ﬂ (sin (2w) — sin (0)) — 2) =
T
A 1 T
A (Lam0-T)-
_ A ( T)_
=7 5) =
_4
2

/7 , . A
Wartos¢ wspotcezynnika by wynosi 5
Ostatecznie wspolczynniki trygonometrycznego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na

rysunku przyjmuja wartosci.
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A
ag = —

T
CL1:0

_ A l4cos(k-m)

%= 1—k2

A
b1:§
b =10

Mozemy wyznaczy¢ kilka warto$ci wspotczynnikéw ay i bg:

k1] 2 [3] 4 6
e |0 [ 32 o[ g4 o] 32
be | 2 0 0 0

Podstawiajac do wzoru aproksymacyjnego funkcje f(t) mozemy wyrazié¢ jako

> 2 27
t) = . k-— -t by -sin(k-— -t
f(t) a0+,€z::1 {ak cos( T ) + by, sm( T )] (2.21)
W przypadku sumowania do ke, = 1 otrzymujemy:

f(@)

A
NN SN N,

g %
_T T T
2 2

W przypadku sumowania do ke = 2 otrzymujemy:

f(t)

ANVAN ANVANES

T T
2

Sl

W przypadku sumowania do kqp = 4 otrzymujemy:
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W przypadku sumowania do ke, = 6 otrzymujemy:

ft)

AWANANVANES

N
NI
~

W przypadku sumowania do kpqy = 12 otrzymujemy:

W granicy sumowania do kg = 00 otrzymujemy oryginalny sygnatl.
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Zadanie 5. Wyznacz wspoétezynniki trygonometrzycznego szeregu Fouriera dla okresowego sygnalu

f(t) przedstawionego na rysunku.

W pierwszej kolejnosci nalezy ustali¢é wzér funkcji przedstawionej na rysunku. Jest to funkcja
przedzialowa. W pierwszym okresie mozemy ja opisaé za pomoca dwdch prostych. Ogdlne réwnanie

prostej to:

f)=a-t+b (2.22)

W pierwszym okresie, w pierwszej czedci, wykres funkcji jest prosta przechodzaca przez dwa
punkty: (0,0) oraz (3,A). Mozemy wiec napisa¢ uklad réwnan, rozwiaza¢ go i znalezé nieznane

parametry a i b.

0=a-0+0
A=a-3+5b

0=
A=a-3+b
Podsumowujac, pierwszy odcinek funkcji przedstawionej na rysunku, w pierwszym okresie mozna

opisa¢ wzorem:

Drugi odcinek funkcji jest prosta przechodzaca przez nastepujace dwa punkty: (3,0) oraz (6, —A).

Mozemy wiec napisa¢ uktad rownan, rozwigzaé go i znalezé nieznane parametry a i b.

0=a-3+0b
—A=a-64+0
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A wiec drugi odcinek funkcji przedstawionej na rysunku w pierwszym okresie, mozna opisa¢ wzo-

rem:

f(t):—?-t+A

W zwiazku z tym, calg funkcje w pierwszym okresie mozna zapisaé¢ jako funkcje przedziatowa:

Ay for te(0;3)
_ )3
f(t)_{_’g-t—i-A for te(3;6)

I ogdlniej, cata funkcje mozna wyrazi¢ nastepujacym wzorem:

A
4.(t—k-6 te(0+k-6;3+k-6
fy= {3 ER0 o Jor Ok G3 RO
—5-(t—k-6)+A for te(3+k-6;6+Fk-6)
Wspdlezynnik ag wyznaczamy ze wzoru
1
ao = = / £(t) - dt (2.23)

T Jr

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie £k = 0

1
%—TAﬂWﬁ
1 3 A 6 A
— . 2y _2raA). —
5 {0 3 t dt+/3( 3 t+ ) dt]

A 3 A 6 A (6
Y A VI R P A
13 /0 13 /3 % /3

a2 a4 t26+A "

S O L

8 2|, 18 2,76

_A 2 2 A 2 2 A _
= (32— 0?) - (6 3)+6 (6—3) =
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A A A
_ — . _7.2 —_ =
36 ) 36 7+6 3
_9-A_27-A+18-A_
36 36 36

=0

Wartos¢ wspotezynnika ag wynosi 0

Wspdlezynnik ap wyznaczamy ze wzoru

ak:;/Tf(t)wos (k-?-t)wit (2.24)

Podstawiamy do wzoru wzér naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

2 2T
ak—T/Tft)-cos(k:-T t)-dt
2 3 A o 6 A
_ = i 2T _ A il =
5 [/0 3 t - cos (k 5 t) dt + ; ( 3 t+ ) cos (k t) dt}
A 3 T A 6 T 6
=3 ; t cos<k‘ 3 t) dt—§ . t cos(k'?)-t) dt + — /3605(k: — t)dt—
Ju = dv :cos(k:-g-t)-dt _
du =dt v :%sm(kgt)
3 3
:é- t 3 'Siﬂ(k‘ il t —/ 3 osin<k:'7r-t> dt| —
9 k-m 3 0 0 T 3
A 3 T 6 6 3
—— |t csin | k-—= -t - csinlk-—=-t)-dt
9 l o Sm< 3 )3 /3]{; . sm( > +
43 (k T t>6
—_— S’l/n . —_— pr—
3 k'ﬂ' 3 3
A 3
:93k: W'[B'sin<k-7; 3)—0'8in<k g 0 +k37r cos | k g t) 0]—
3-4 , 3 T 6
—g.k.ﬂ-[6'82n<k--6>—3 sm(k -3 +k-7r cos | k 3 3]-{-

3
3-k- -
A ) . T 3 m
WY -{6-szn(l€-27r)3-szn(k7r)+k co.s(l€~3-6>l€ W-cos(k‘-g-B)}qL
A
—i-ﬂ-[sin(k-Qﬂ)—sin(k-Tr)]:
A 3 3
—g_k_ﬂ-[3-0—1—“-cos(k~7r)—k'7r-cos(0)}—
A 3 3
—3_k_ﬁ'[6-0—3-0+M-cos(k'27r)—M-cos(k-w)}—i—
+ A g
k-m B
A 3 3
Tk [k:~7r COS(]C‘?T)—T‘ 1}—
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_3~1]j~7r'{k:~37r' —k.w-cos(k:-w) =
:ﬁ'cos(k'ﬁ)_k;lw?_k21~47r2+k:2-772.cos(k'ﬂ):
N k22;l2 (cos (k-m) —1) =

“gr ()

Wartos¢ wspolczynnika ap wynosi % . ((—1)’“ — 1)

Wspoélezynnik by wyznaczamy ze wzoru

bk:;/Tf(t)-sin (k?t) - dt (2.25)

Podstawiamy do wzoru wzér naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

2 i
bk—f Tft) Szn<k T t) dt
3 6
:g- / A~t'sin<k-27r-t>-dt—|—/ <—A t+A> sm(kz — t> }:
6 0o 3 6 3 3
A 3 A 6
:9‘/0t-sz'n<k-g't>'dt—9‘/3t-sin(k: g ) 3 /sm(k — t)d
CJu = dv =sin(k-5-t)-dt B
du =dt v :—%-cos(k z t)
A -3 T 3 3 -3 T
A -3 T 6 6 3 T
— |t . k-2 .t) — . E-Zt).dt
9 [ - cos( 3 )3 /3]4:‘3% cos( 3 ) +
—&-é ;3 cos(k il t>6—
3 k ™ 3 3_
-3-A T T 3 T 3
=5 5. [3 cos | k 3 3)—0 cos(k 3 0 T h sin | k 3 t ; +
3-A T 3 . T 6
+9.k_7r-[6-cos<k-3-6>—3-cos<k: 3 3 —M-sm(k 3 t) 3]—
A
—k-{cos(k-?-(i)—cos(k'gﬁﬂz
-
—A 3 ) T 3 . T
=3 7r-[3-cos(k-7r)—0—k'7r-sm(k:-3-3>+k'ﬂ-sm(k-3-0>}+
A 3 T 3 T
_ . .97) — 3. L 0 2 B _
+3-k'7r [6 cos (k-2m) —3-cos(k-m) o sm(k 3 6>+/<:-7r sm(k 3 3)}
A
— —— - [cos (k- 2m) — cos (k- m)] =
k-m
—A 3 ) 3 )
=37 ﬂ_‘[3'005(16-71')—k.ﬂ-szn(kz%r)—i—k‘w-sm(O)]—f—
A 3 ) 3 )
+3‘k.7r‘[6-1—3-cos(kr~7r)—M~sm(kz‘27r)+m~sm(k‘7r)}—
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—ﬁ'[l—cos(kpﬂ')]:
:3'_If7r.[3.cos<k'ﬂ)_l<;-37r'0+l<:-377.0]+
+3.}j.7r-[6—3'cos(k-7r)—kz_))ﬂ-0+kir-0]—
—ﬁ{l—cos(k-w)]:
:3'—Ifﬁ‘[3-cos(k-7r)]+3.?'7r-[6—3-cos(k-7r)]—kf‘lﬁ-[l—cos(k-w)]:
:%-cos(k‘-w)—1—%—%-cos(l{-w)—%—i—%-cos(k-ﬂ):
:%'COS(]C‘W)+%:
:%.(_1)76_’_%:
— %.(1_(_1)k)

Wartos¢ wspolczynnika by wynosi ﬁ : (1 — (—l)k)

Ostatecznie wspolczynniki trygonometrycznego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na

rysunku przyjmujg wartodci

k| 1 |2 3 |4
ay | 5 | 0| 5ot | 0| g
b | 22 J0| 24 Jo] 24 |0

Podstawiajac do wzoru aproksymacyjnego funkcje f(t) mozemy wyrazi¢ jako

f(t):ao—F’i:l[ak-cos(k-QJZr-t)—I—bk-sin(k-z;r-t)}

=3 [M-((—1)k—1) - cos (kQT” ~t> + (ﬁr-(l—(—l)k)) - sin (k?jt)]

k=1

(2.26)

W przypadku sumowania do ke, = 1 otrzymujemy
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b 3 3\/6

—A

W przypadku sumowania do ke, = 3 otrzymujemy

W przypadku sumowania do ke, = 7 otrzymujemy

f@)
A

t
46— 3 6

—A

W przypadku sumowania do kpqp = 11 otrzymujemy
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—A

W przypadku sumowania do kpqy = 21 otrzymujemy

—A

W granicy sumowania do kg, = 00 otrzymujemy oryginalny sygnatl.
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Zadanie 6. Wyznacz wspoétczynniki trygonometrzycznego szeregu Fouriera dla okresowego sygnalu

f(t) przedstawionego na rysunku.

W pierwszej kolejnosci nalezy ustali¢ wzér funkcji przedstawionej na rysunku. Jest to funkcja
przedzialowa. W pierwszym okresie mozemy ja opisa¢ za pomoca dwéch prostych. Ogélne réwnanie

prostej to:

FO)=m-t+b (2.27)

W pierwszym okresie, w pierwszej czeéci, wykres funkcji jest prosta przechodzaca przez dwa
punkty: (0,0) oraz (a-T,A). Mozemy wiec napisa¢ uklad réwnan, rozwiazaé go i znalezé nieznane

parametry m i b:

Podsumowujac, pierwszy odcinek funkcji przedstawionej na rysunku, w pierwszym okresie mozna

opisaé¢ wzorem:

A t
a-T

ft) =

Drugi odcinek funkcji jest prosta przechodzaca przez nastepujace dwa punkty: (a - T,0) oraz

(T, —B). Mozemy wiec napisa¢ uktad réwnan, rozwiazaé¢ go i znalezé nieznane parametry m i b:

O=m-a-T+b
—B=m-T+b
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A wiec drugi odcinek funkcji przedstawionej na rysunku w pierwszym okresie, mozna opisa¢ wzo-

rem:

J0= g g

W zwiazku z tym, calg funkcje w pierwszym okresie mozna zapisaé jako funkcje przedziatows:

-t dla te (0;a-T
f =4 , e reed)
—m't‘i‘m'a dla tE(CLT,T)

I ogdlniej, cata funkcje mozna wyrazi¢ nastepujacym wzorem:

A
= . (t—k-T dla te(0+k-Tia-T+k-T
ORR ¢ ek T TakD)
—- ) (t—k-T)+ ca dla t€e(a-T+k-T;T+k-T)
Wspdlezynnik ag wyznaczamy ze wzoru
_ 1 / £(t) - dt (2.28)
=7/ i

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie £k = 0

0= [ 10
_T</oa' a1l dt*/ ( 1-a) T'”lBa'“)'dt)‘
:%(/Oa'tdt—i—/ tdt+/ adt);
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1 A oT B T
== £ dt—i t-dt S at) =
T (I1-a)-T / +1—a ¢ /a.T )
1 t2aT B t2T+B L
T aT 2|, (a7 2|, T1-a TeT)]T
1( A aT) 02 B T2 (a-T) B
= — — R T—a-T)| =
T(aT < 2 1—a)~T (2 5 )Ty e T
1A (a1 2 o T2 B
T(a-T ( 2 ) 1—a) T (2 ;) e T =g
1( A 1 a?
== : - T? (-——=|+B-aT|=
T<a-T< 2 ) (1—a)-T <2 2>+ ¢ )
1 a-T B 1
=—(4. — T-=-(1—-a®)+B-a-T) =
T((2)1—a z(a)+a>
1 a-T B 1
T( 3 Ti=q Ty(-a)(+a+Ba )
1(A TlBT1(1+)+B T)
— a - .- - — . a -a- —
T 2 2
1 1 1 1
-~ (Aa-T--—-B.-T--—_B.-T.-. B-a-T)=
T( @iy 2 p et b )
1 1 1 1
— (A-a-T->-B-T->4+B-T-=-a)=
T< @iy 2t 2 a)
1 1 1
:A- 7_B.7 B'*' =
2 p TP g
1 1
—A-a--—B--(1—a)=
a 2( a)
1 1
:§'A a—=-B-(1-a)

Wartosé wspélezynnika ag wynosi - A-a—3-B-(1—a).

Wspélezynnik ap wyznaczamy ze wzoru

ak:;/Tf(t)ﬁos (k:-Q;T~t>~dt (2.29)

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

T
aT A 2 T B B o
(/0 aTtCOS<kTt)dt+/(zT(_(1_a)Tt+1_aa>cos(kTt>dt>_

aT A 2 T B 2m
ot k.22 04) . dt - ¢ k-2 o t) . dt
/0 T cos< T > +/a~T (1—@)-T cos< T > +
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= dz:k.%”‘dt =
= dt

T

A aT 27 B T 2T
<aT/O tCOS(th>dt—W/(thCOS(kTt)dt+
T

2 A aT or B T o
= . . t- -2 t) o dt— ——— . t- E-22 ) . dt
T <a-T /0 COS( T ) 1—a) T /a.T COS( T ) +

+ B a 1 /Tcos(z)-dz>:

1—a k%’“

aT
2 A aT 27 B T 27
== . ¢- B-2oo))odt— — 2. i k22 ¢) - dt
T <a~T/o COS( T ) 1-a)-T /a.T COS( T ) +
B r . T
+ T—a % % on szn(z)\a_T) =

2 A aT or B T o
= . . t- E-22ot)) odp— —— . t- E-22 ) - dt
T <a-T /0 cos( T ) (1-a)-T /a~T COS( T ) "

B T . ( 27 )T
+ - sin|k-—-t =
aT

1—a k-2mw T

2 A aT 27 B T 2w
= . . t- E- 22t} o dt— —— . t- E-22 ) - dt
T <a~T /o COS( T > 1—a) T /a.T COS( T ) *

B T . 2w . 2w
+ l—a.a'k~27r (sm(k'T'T)—sm(k-T-a-T))>—
{u:t dv:cos(k-%’r-t)-dt }

IS
IS
I
U
~
I
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o
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B T
+ T—a % % or (sin (k- 2m) — sin (k- 2w a))> =
2 A T 1 2w
T <a T (( sm(kz —-a T)—O % szn(k — —)) +
a'T
— 5 sin +
k.2) o

— .
(k- %)
B T
‘a- —si Lo - -
+1—a a k-27r(0 sin (k- 2w a)))

2 A T ,
_T‘(a'T‘(<G‘T./{-27‘(‘.81”(]6‘271-.&)_0) +

_ (—cos (z)) 8'T> +

k2 A
B T T
-2 (7T — sin(k-2n)—a-T- - sin (k-2 -
A—a). T (( o sin(k-2m) —a Py sin (k- 2w a)>+
1
TR (—cos (Z))|§T> +
T2
B T
ca- i Lo =
+1—a a k~27r( sin (k- 2w a)))
2 A T?
:T'<a~T'(CL'1<:-27r'5”‘““2”'@)+
w0 t))” *
K2 4n2 \C P\ T o
B T2 2
_ . 00— 2
0—a) T <k~27r 0—a- sm(k Ta) +
_ (_ (k 2 t
B4 \C\TT T
B

T
T2 T sin (k- 2w - a>—

2 A T?
e . . . ) . 2 .
(a-T (a = sin(k-2m-a) +

T2 2 2
R (—cos(k-;-a-T>+cos<k-$-O>>> +
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2

2T

~sin (k- 2m-a) +

B
N (1—a)-T'<0_a'k:-

T° 2 o
-7 47T2.<—cos(k;-T.T>—|-cos<k:-T'a'T>>>+
B
_1 a-a-k 2 31”(!{727{'&)):
_ o
2 A T2 ) T2
_T<aT<ak27rSln(k27Ta) k2 47T2‘(_cos(k'Zﬂ-'a)"_COS(o)))+
B T2 T2
_(1_G).T.<—a.k.2ﬂ_.sin(k-27r-a) SR 47T2'(_COS(IC'QTF)+Cos(k:~27r~a))>-|-
B
_1 a (],-k 2 szn(k2ﬂ-a)>:
_ . on
2 A 2 1 .
=7 (CLTT <a.k.27r.szn(k‘27r‘a)_k2-47r2'(_Cos(k'27r‘a)+l))+
b 2 .
_ (1—(1)T <ak‘2ﬂ_52n(kj27{'a) k2 47r2(1+005(k27ra))>+
B T
—a 2T
2 (A .
:T E.T a- ‘27T.szn(k:'27r'a) 58 4772'(1 cos(k-2m-a))) +
+ B T(a sin(k-2m-a) — 1 (1 —=cos (k-2 a))>—|-
1—a k27 T %2 . 4n2 -
B T
—a on
2A a . 1
- (k.zﬂ'sm(kaﬂ'a)_w'(1—608(16-27T-a)))+
+1—a(k.gﬁ'sm(k'%'a)—w'(1—cos(k-27r-a))>_|_
2-B
1 a'ka2 ~sin (k- 2m-a) =
_ o
2-4 2.4 1
= — ,k'azﬂ.sin(k.Qw.a)—T T2 a2 (1 —cos(k-2m-a))+
1_@.k'27r.szn(k.Qw.a)—m.m.(l_cos(;{;.gﬁ.a))jL
2-B
1 a.kza2 csin(k-2m-a) =
_ o
= sin (k- 27 -a) +
A 1
@ wEoam (mceslk2ma) s
B 1
1 a 3E oz (L cos(k-2m-a))
= sin(k-2m-a)+
A 1 1
T o g (ces(kedma)
B 1 1
1o a @2y Uocesk2mea))

(1= cos (z)) = sin® (%) }

{3
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A B 1 .9
(a—i— ).k2'7r2'8m (k-m-a)

=2 sin(k-2n-a) —
: sin (k-2 - a) T

i
Wartosé¢ wspélezynnika aj, wynosi - - sin (k- 27 -a) — (2 + £
polczy ) wynosi - ]

Wspélczynnik b, wyznaczamy ze wzoru

by = ;/Tf(t) - sin (k: . 2% -t) - dt (2.30)

Podstawiamy do wzoru wzér naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

2
T/f )-sin(k-;-t> dt =
2 o T B B o
2 E-22 ). dt _ ot . csin(k-22 . ¢) . dt | =
T( (et aer [ (g t+izare) on (b 7 ) >
2 o T B or
s k-2t dt 2 tesin(k-2Zt) - dt
T( ( T ) Y G- T Sm( T ) "
/ “a- sm(k — t> dt)z
1-—
2 ) 27T B T ) 2
2
— a /aTsm<k ;-t>~dt>:

A aT 2 B T 27
. tesinlk- 22 ¢) o df — —— . tesinlk-22.¢) . dt
(a-T/o Sm( T ) 1—a) T /QAT Sm( T ) +
T

2 A aT 2 B T 2
== . t-sinlk- 22 ¢t) o dp — —— . t-sinlk-22 . ¢) . dt
T (a-T /0 sm( T ) (=a) T /a-T sm( T ) +

2 A aT B T . 27
_T<aT/O t- szn(k ? t)dt—w/(LTtSZn<th>dt+

2 A aT B T . 27
_T<aT/O t- szn(k ? t)dt—w/(LTtSZn<th>dt+
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— B a r cos(k Q—W t)T =

1—a k-2mw T or)

2 A aT o B T o

- = . t-sinlk- 22 ¢) odpt — —— . tesinlk-22.¢) . dt
(A [T B [ e

B T 27 27
— l—a'a.k-27r <cos<k‘-T-T)—cos<k‘-T-a-T>>>—

-2
a'T
2 A 1 27 1 aT 2
= —t- k-t k"= .t)-dt
T (a T ( k‘%” cos( T )0 +k: 2% /0 cos( T ) )—i—
T
B 1 ( 2w ) 1 T 2w
— —t- — - oS k-— -t + — / cos(k- t) dt | +
(1—a)-T ( k2% T oy K FE Jar T
B T

27
dz __
2 A + (k t) n 1 /aT () d»
= — . . —1 . 271"608 R .- cos (= 2
T a-T - = T 0 k'T I
B ¢ (k: t> + 1 /T ) ds
B i cos — 5 cos (z —
(1—61)-T k 2? T o kT T 2 =
B T
1—a k'Qﬂ_(COS(]{-QW)—COS(]{;.QW,G)))_
2 : ! 2m 1 2w
T (a.T (a k%w cos(k T >+0 k%ﬁ cos(k 7 0>>+
1 aT
- / cos (z) - dz | +
0
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B T
- 1_a'a'k.2w'(1—cos(kz'27r'a))>—

2 A T
:T'<a~T'<<_a.T'k-QW'COS(kQTr'a)—FO) +

1 . a
+ TRl (sin (2)) 0T> +

T2

B T T
= (=T : .9 T . T -
A=) T << T on cos (k-2m) +a o cos (k - 2w a)) +

1 .
+ w2 (sin (Z))|aT.T> +
T

B T
- 1_a-a'k.2ﬂ'(1cos(k-?w-a)))-

2 A T
:T-<a'T-(—a-T-k‘QW-cos(k-Qﬂ"a) +

b g (sin (k-2 1)) wT) "
k2. A T 0

B T T
2 (=T 1 T ) k.o -
1—a) T (( oon 1T gy cos (k2 “))+

1 , o T
+k;274L2 Stn k’?t . +

T2
B T

— ca- (1= k-2 - =
1-a “ k21 (1= cos 4 a))>

2 A T
_T.<a-T.<a.T'k-Qﬂ'COS(kQW.a) +

1 . 27 . 27
+ W-(sm(k-T-wT)—sm(k-T-O))) +

B T
— AT (=1 . o -
i—a) T ( P (—14a-cos(k-2m-a)) +
1 . 2 ‘ 27
+M-(sm(k-T—T)—sm(k-T-a-T>>>+
B T

- 1_a'a-k_27r~(1—cos(k'27r'a))>:

2 A T?
:-( -(—a- ~cos(k-2m-a) +

k- 27

2
ﬁ-(sin(k‘ﬂﬂ'-a) — sin (0))) +
2
— (1_12)'T-(kj_j27r~(—1+a'cos(k‘-27r-a)) +
T2
+ M-(sin(k-27r)—sin(k-Qw-a))) +
— 1?a'a-kgﬂ-(l—cos(k-%r-a))) =

T2
= 2. N =a- . O
T (a-T ( @ cos (k-2m-a) +
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T? ,
+t (sin(k-2m-a)—0) | +
B T?
—(1a)‘T-(k'27r~(—1+a'cos(k:-27r‘a))+
T? ,
k2 47T2-(0—sm(k~277~a)) +
B T
— 14 (1= cos(k-2m- a)))z
2 (A T° .
=7 (a T ( cos(k-27r-a)+w-szn(k:-27r-a)>—l—
T2 T2 .
Ao T (k 5 —1+a-cos(k-2m-a))— a2 sm(k-27r-a)>—|-
T
1—a R (1 —=cos(k-2m- a)))-
2 A T? 1 ,
‘T'(a.T' (e 05<k‘2”'“)+w‘“”““'”‘”)+
B T? 1 1
S (=1 2 . si Lo -
i-a) T 2 (k - +a-cos(k-2m-a))— o2 sin (k- 27 a))—l—
B T
~ 12 Y Eon (1 —cos (k- 2m- a)))z
2 A T? 1 1
=T Ty <—a-k‘ﬂ_-cos(k:~2ﬂ' a) + FERp ) sin(k:'ZTr-a))—f—
2 B T? 1 1 :
_T.(l—a)~T.2'(l<;-7r (—14+a-cos(k-2m-a)) — JER] sm(k'27r‘a))+
2 B T
—T-1_a-a-k.27r-(1—cos(k:-27r a)) =
_A ! k k
i ]{2'7'("005( 27 - a) + 2 on2 5 sin(k-2m-a) |+
B 1 1
_1a'<k-7r (— 1+a'cos(k-27r-a))—7k2'2w2 sin (k 27T-a))+
B 1
B R (1—=cos(k-2m-a)) =
A 1 A
=—_e -cos (k- 27 - a)—{—g o2 ~sin (k- 2m-a)+
B 1 B 1
_]_—aﬂ (—1+CLCOS(]€27TCL))+EWSZH(]C27TCL)+
B 1
—1_a-a-k_ﬂ-(l—cos(k‘-Qﬁ-a)):
A A .
——m-cos(k-27r-a)+g-m-sm(k-%r-a)—i—
B 1 B 1 B 1 )
—l—l_a-k‘ﬂ—1_@-k‘ﬁ-a-cos(kz-Qw-a)—i—m-m-sm(kr%ra)—}—
B 1 B 1
a- + a- ~cos(k-2m-a) =

T 1-a k-m 1—a k-m

A A 1
:—k‘ﬂ_~cos(k:-2ﬂ'-a)+g-m-sin(kﬁﬂ'a)—i—
B 1 .
EWSZTL(]{I2’/TG)+
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. B 1 B 1
1-a k-7n 1-a "k
A A B 1
:‘m‘“s(k'%‘“)*(a+1_a>'kz.w'si”“%'“”
l—a k- W=
A A B 1 , B
:_M.COS(kIQW.a)—F(a+1—a>.k2-2772.Sm(k.QW.a)—i_k'ﬂ

Wartosé¢ wspélezynnika by wynosi 2 — % ~cos (k- 2m-a)+ (% + %) c s - sin (k- 27 - a).

Ostatecznie wspoOlczynniki trygonometrycznego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na

rysunku przyjmuja wartosci.

1 1
a=5 Aa—5-B-(l-a)

A A B 1 .
ak—m-sm(k'Zﬂ-a)—(a 1—a)'k:2-7r2.8m (k-m-a)

B A A B 1 ,
b b2 (1 20) g im0

k ar b,

1 %-sin(%r-a)—(%—i—%)-ﬂ%'sin%w-a) %—é-cos(%r a)+(§+1f3a)-ﬁ sin (27 - a)
2| o--sin(4n a)—(§+%>-ﬁ-sin2(27r-a) %—%-cos(@rﬂ)—l—(%—%%)-8%-52'71(47%(1)
3| 4. -sin(6r a)—(§+%>-9ﬂ%-sm2(37r-a) %—%-cos(ﬁﬂ-a)+<f+%>-18;2 sin (67 - a)
4| A& sin(8r a)—(%%—%)-mﬁ-sm?(élﬂ'a) g—ﬁ-cos(87r-a)+<f+%>-32;2 sin (87 - a)
5 %-szn(lOw a)_(§+%)'251ﬂ_2 - sin? (5 - a) %—%-cos(lOw-a)+<f+%)-50$ sin (107 - a)
6 6% sin (127 a)—(%—i—%)-%ﬁ-sinz(&r-a) 6%—6%-008(127%61)4—(%—}—%)-# sin (127 - a)

Podstawiajac do wzoru aproksymacyjnego funkcje f(t) mozemy wyrazi¢ jako
> 27 27
fit) =ao+ Z {ak - COS <k: = -t> + by, - sin (kz = t)] (2.31)

k=1

W przypadku sumowania do ke, = 1 otrzymujemy:

f@®)
A

AN N
Ve v v
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W przypadku sumowania do kjqp = 2 otrzymujemy:

f@®)
A

A NANAN
Ve v vany

W przypadku sumowania do k,qp = 4 otrzymujemy:

f(t)
A

AN A
RS

W przypadku sumowania do ke, = 6 otrzymujemy:

ft)

AN A
NENENERS

W przypadku sumowania do ke = 12 otrzymujemy:

A0 A
NN NN

W przypadku sumowania do kpqy = 16 otrzymujemy:
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AN A
NIENENIRN

W granicy sumowania do kg, = 00 otrzymujemy oryginalny sygnatl.
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2.2 Zespolony szerego Fouriera

Zadanie 1. Wyznacz wspolezynniki zespolonego szeregu Fouriera dla okresowego sygnalu f(t)

przedstawionego na rysunku. Narysuj widmo amplitudowe i fazowe sygnatu.

(1)
A

[N
Nl
N~

W pierwszej kolejnosci nalezy opisaé sygnat za pomoca wzoru.

A te(0+k- T L +k-T
flz) = ( 2 ) ANkeC (2.32)
0 te(L+k-T;T+k-T)

Wspdlezynnik Fy wyznaczamy ze wzoru:

R:;Lﬂwﬁ (2.33)

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

=7 (a-ui) = (2.34)
A T

A /T
_T(Q_Q_
A (D)-
ATy

A

2

A

s

Wartosé¢ wspotezynnika Fy wynosi

Wspétezynniki Fj, wyznaczamy ze wzoru

1 .
&:f/ﬂWJW%Wﬁ (2.35)
T Jr

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0
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Warto$é wspélezynnika Fy, wynosi j - % . ((—1)”c - 1)
Ostatecznie wspdlczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na rysunku

przyjmuja wartosci.

A
F0:§

Fk:j-kéﬁ-((—m’f—l)

Podstawiajac wyznaczone warto$ci wspélczynnikéw Fjy do wzoru aproksymacyjnego funkcje f(t)

mozemy wyrazi¢ jako

o9
f)= 3 Bt
k=—o00

(2.36)

k=—00

k0
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Mozemy wyznaczy¢ kilka wartosci wspotczynnikow Fj,

k 5 | —a|l =3 =2 <1 lo| 1 |2 3 |a] >

Fe 10| 0005|0023 |05 |00 %

A A A A A A A

| F| Z |0 &% |0 2 15 7 |0] 5 0] £

Arg{(Fy| = o] =z o] z o] =z [o] =z o] -z

Na podstawie wyznaczonych wspélezynnikéw Fj, mozemy narysowaé¢ widmo amplitudowe |Fy| sy-

gnatlu f(t).
| F|

A)2

T S S A | SR SR S
-8 -7-6-5-4-3-2-101 2 3 4 5 6 7 8

Widmo aplitudowe sygnatu rzeczywistego jest zawsze parzyste.

Podobnie n podstawie wyznaczonych wspoélczynnikéw Fj, mozemy narysowaé widmo fazowe arg { Fj }
sygnatu f(t).
arg {Fy}

2

— - » - » - ~ - ~—— k
-8 -7 -6 -5—-4-3-2-1 2 4 6 8

wola

Widmo fazowe sygnalu rzeczywistego jest zawsze nieparzyste.

W przypadku sumowania od ki, = —1 do ke = 1 otrzymujemy:
f(t)
m /\ A /\ /\
" N \_// t
_T T T
2 2
W przypadku sumowania od ki = —3 do kper = 3 otrzymujemy:
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[N
|

W przypadku sumowania od k;;, = —11 do ke = 11 otrzymujemy:

ST

W granicy sumowania od ki, = —00 do kg = 00 otrzymujemy oryginalny sygnat.
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Zadanie 2.

przedstawionego na rysunku. Narysuj widmo amplitudowe i fazowe sygnatu.

N
|
oS
|
[
B

3

W pierwszej kolejnosci nalezy opisaé sygnat za pomoca wzoru.

~A te (=T 4k T;04k-T)
c(0+k-T;%5+k-T) AkeC
0 te(§+k.T;¥+k-T)

Wspélezynnik Fy wyznaczamy ze wzoru:

SRR

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie £k = 0

Fo= [ 10)-4
(/—A dt+/ A dt+/ 0- dt)

—A-dt+/4A~dt+0> —
0

lfyeac e
( /OzdtJrA-/O“dtJro):
( A t|2% +A-t|§> =
-7 (-
(

MH

h>

(- (5)) e (-0) -

T T
A-Z 4+ A2 )=
it 4>

(0) =

< ’ﬂ\H'ﬂ\r—"ﬂ\*—"ﬂ\H ’ﬂ\H 'ﬂ\*—‘ *ﬂ\

Wartoéé wspolczynnika Fjy wynosi 0.

Wspélczynniki Fy, wyznaczamy ze wzoru:
1 2w
= t) e TRT Lt
7 L1
Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

81

Wyznacz wspotezynniki zespolonego szeregu Fouriera dla okresowego sygnalu f(t)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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Fi =+ Tf(t) e IRTt L qt
1 (0 T =
:T</T—Aeﬂ’wtdt+ Ae—ﬂ"f'deH/T Oejthdt>—

1 0 d T d
—<—A/ €Z i 27T+A 4€z i 27‘(+0>_
1 A 0 A T
:< 27r-/ e’ -dz+ 5 /462 dz)z
T -y k-7 J-I —7-k-7 Jo
1 A T
7w () -
- (e T o
9-k-2m -z 0

DO
3

o
)

Do
)

Do
3

<
BT T T T T T T o
[\ [\ N
N 3
[\ rron T e N
VR
—
|
mh
>
[ V]
[\D—l_
(e
o
ol
[ V)
N——
I

Il
RA
N
/N
=
|
(g}
<
>
> INE]
w +
Q)
<
ol
VB
N—————
Il

/. R . . A
Wartosé¢ wspolezynnika Fj, wynosi j- 2 - (cos (k- ) —1).
Ostatecznie wspdélczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na rysunku

przyjmuja wartosci.
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Fy=0
4 . (2.41)
=97 —. E-—]—1
o (o (03) )
Podstawiajac to wzoru aproksymacyjnego funkcje f(¢) mozemy wyrazi¢ jako
s s
fity=> Fp-e7t
k=—oc0
00 A _ (2.42)
f(t) = Z [] k'(cos (k ) 1)}-@J'k'2T't
k=—o00 &
k0
Mozemy wyznaczy¢ kilka wartosci wspotczynnikow Fj,
k —6 -5 | 4| -3 -2 -1 10 1 2 3 4 5 6
Fe |0 |0 | 0 |0 |05 |02 |0 =g | =05 | =04 |0 =0 5x | =05
A A A A A A A A A A
| E | 5 | 5 | 0] 3% | % | % |O] % T I B
agmiy [ 3 [ 5 o[ 5 [ 515 fol 5[ 5] 5 o] 51]-

Na podstawie wyznaczonych wspélezynnikéw Fj, mozemy narysowaé¢ widmo amplitudowe |Fy| sy-
gnalu f(t).

| F|

A
m

4311,1 I,'ﬁlzﬁk
-8 -7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8

Widmo aplitudowe sygnatu rzeczywistego jest zawsze parzyste.

Podobnie n podstawie wyznaczonych wspdlczynnikéw Fj, mozemy narysowaé¢ widmo fazowe arg { Fi. }

sygnatu f(t).

arg {F}.}

ERIATMAR G S
ST

wola
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Widmo fazowe sygnalu rzeczywistego jest zawsze nieparzyste.

W przypadku sumowania od ki, = —1 do ke = 1 otrzymujemy:

t
W przypadku sumowania od kpjp = —2 do kper = 2 otrzymujemy:
f(t)
/\ ' /\
N Ja\ Ja\ N\ .
\/ - i v i v
_T T
2 2
W przypadku sumowania od ki, = —3 do ke = 3 otrzymujemy:
f@)
N m ' A
t
2 2
W przypadku sumowania od ki = —5 do ke = 5 otrzymujemy:
f(t)
A
t
_T r
2 2
W przypadku sumowania od k;,;, = —6 do ke = 6 otrzymujemy:
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f(@)
A
t
_T T
2 2
W przypadku sumowania od kp,;n = —11 do ke = 11 otrzymujemy:

f@®)

LN
R

W przypadku sumowania od ki = —21 do ke = 21 otrzymujemy:

i m "o
BT AT

W granicy sumowania od ki = —00 do ke = 00 otrzymujemy oryginalny sygnat.
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Zadanie 3. Wyznacz wspotezynniki zespolonego szeregu Fouriera dla okresowego sygnalu f(t)

przedstawionego na rysunku. Narysuj widmo amplitudowe i fazowe sygnatu.

W pierwszej kolejnosci nalezy ustali¢ wzér funkeji przedstawionej na rysunku. Jest to funkcja

przedziatowa. W pierwszym okresie mozemy ja opisaé ogdlnym réwnaniem prostej:

f)=a-t+b (2.43)

W pierwszym okresie wykres funkcji jest prosta przechodzaca przez dwa punkty: (0,0) oraz (T, A).

Mozemy wiec napisa¢ uktad rownan rozwigzaé go i znalezé nie znane parametry a i b.

0=a-0+0
A=a-T+5b
0=0b
A=a-T+5b
0=19b
A=a-T+0

0="b
P

A wiec funkcje przedstawiong na rysunku, w pierwszym okresie mozna opisaé wzorem:

I ogélniej cata funkcje mozna wyrazi¢ nastepujacym wzorem

f)=4-(t-k-T) te(0O+k-T;T+k-T) NkeC
Wspodlezynnik Fyy wyznaczamy ze wzoru:
1
%z—/ﬂﬁﬁ (2.44)
T Jr
Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie £k = 0
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Il
e
no
N =N = |~
—
~
[N}
(e
[\o}
~—
|

)y ; . A
Wartos¢ wspotezynnika Fiy wynosi 5.

Wspoétczynniki Fy, wyznaczamy ze wzoru

1 P
T Jr

Podstawiamy do wzoru wzér naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

T
1 TA ™
- ZtoetRT g =
T) T V¢
1-4 (T
= | t.eTRTt gt =
i
Ju = dv = e TRFt. gt B
du =dt v —_]i,%-eﬂ'k'%w't
T
4 t- T SR / T ek Et g =
T2 —y-k-2m o Jo —y-k-2m
9 T
:%. (T T e TRET T e Jk¥0>+ T ; okt _
T =) k-2 —)-k-2m (—g-k-2m) .
A T2 27 T2 27 27
= . e kT T —yk-25-T 7k-250) | _
T2 (—j-k~2ﬂ' ¢ +_(k; om)? (e c ))

I
=

I
-

|
<

I I
S o~
N TN T N T N
|
<
I e o =l B o
[N}
S
|
—~
o
o |
=)
N—
N
—
—
|
[a—y
N—
~__—
I

|
<
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k-2m

Warto$é wspodlezynnika Fy wynosi j -

_A
k27"

Ostatecznie wspélczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na rysunku

przyjmuja wartosci.

Podstawiajac to wzoru aproksymacyjnego funkcje f(¢) mozemy wyrazié¢ jako

k=—o00

o= $ Btk

00 A . (2.46)
= — . ej' 'T't
2 + Z '274
k=—o00
k0
Mozemy wyznaczy¢ kilka wartosci wspotczynnikow Fj,
k -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 )
A A A A A A A A A A A
B ") T0x | ) Bx | ) 6x | I Az | I ox |2 | x| ) dx | ) 6x | ) Ba | ) TOx
| F A A A A A A A A A A A
10-m 8- 6-m 4- 2. 2 2. 4- 6-m 8- 10-m
argm) | 5 | 5 | 5 | 5[ s fofl s[5 [35]35][3

Na podstawie wyznaczonych wspélezynnikéw Fj, mozemy narysowaé¢ widmo amplitudowe |Fy| sy-

gnatlu f(t).

Widmo aplitudowe sygnatu rzeczywistego jest zawsze parzyste.

| F|

A/2

S o o o

— o o o o e ¢ 3 I J
-8 -7-6-5-4-3-2-10

I‘te
1 2 3

5 6

7

8

Podobnie n podstawie wyznaczonych wspélczynnikéw Fj, mozemy narysowaé widmo fazowe arg { Fi. }

sygnatu f(t).
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arg { Fi}

ol

8§ 47 =46 =45 =4 =43 42 41 1 2

I3

Widmo fazowe sygnalu rzeczywistego jest zawsze nieparzyste.

W przypadku sumowania od ki, = —1 do ke = 1 otrzymujemy:
ft)
\/‘\i/\/\
-T T 2-T
W przypadku sumowania od ki = —2 do kper = 2 otrzymujemy:
f#)
\//\\A/_/\/_/\
-T T 2-T
W przypadku sumowania od k;,;, = —3 do ke = 3 otrzymujemy:
f(t)
AV VA VEaaY
-T T 2-T
W przypadku sumowania od ki = —7 do kpee = 7 otrzymujemy:
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ft)
A
/\/J/f/\S /\/‘/ ¢
=T T 2-T
W przypadku sumowania od ki, = —11 do ke = 11 otrzymujemy:
f(t)
’ it
-T T 2-T
W granicy sumowania od ki = —00 do kpee = 00 otrzymujemy oryginalny sygnat.
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Zadanie 4. Wyznacz wspotezynniki zespolonego szeregu Fouriera dla okresowego sygnalu f(t)

przedstawionego na rysunku. Narysuj widmo amplitudowe i fazowe sygnatu.

W pierwszej kolejnosci nalezy ustali¢ wzér funkeji przedstawionej na rysunku. Jest to funkcja

przedziatlowa, ktora mozemy opisa¢ w nastepujacy sposob:

A-sin(%-t) te(0+k-T;T+k-T)

NkeC (2.47)
0 te (5+k T;T+k-T)

fz) =

Wspodlczynnik Fyy wyznaczamy ze wzoru:

R = % /T £(#) - dt (2.48)

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

1
Fy=— £) - dt =
o= [ 10
1( % o 1 /7
- A-sin |22 . +). il . —
T(/o sm(T t) dt—l—T %0 dt)
A % 27
_T</0 szn(T-t)‘dt—l—())—

—T 0 stn T =
¥4

2
2T
={dz T-dt =
t =&
T
A/:g n(2) dz
= — sin(z) - 5 =
T Jo %
A [z

= ——— sin(z)-dz =
T-Q;I/o =)

o (~eosal ) -

A (e ()
= o coS T
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)y , . . A
Wartos¢ wspotezynnika Fy wynosi .

Wspdlezynniki Fy, wyznaczamy ze wzoru

1 2
T /T f(t) e 7Tt g (2.49)

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

F, = T/ft P L
2 s T s
= . A sm( W't>-e_]’k’2T't-dt+/ 0-ePEFt gp| =
T 0 T %
L (g [T (E et F g [ 0.dt) =
i /0 sin 7 e +[§ =
_{ . B e]‘l“_e*]z}
= 1sin (x) T
1 EI S
——.la. PR gt 40
T ( /0 2 i
T
_;.<2A. (% eﬂ;-t),ematdt>_
J Jo
T
— % ) ; ) /2 (63'27” L P e—fk'%”i) Cdt =
J Jo
A T
:T2/2 e]-%-tjk%t ejTt]k2 t) dt
t2] Jo

(
(ej'%ﬁ-t.(l—k) _ e—}QT”.t.(l—I—k:)) i —
T

A S oam, T
= . / )7 t(1 k).dt—/ -5 25 t-(1+k)
T-2j 0 0

2 =3 EZ (1-k)t 2 =-3-Z (1+k)-t
={dzxy =32 - (1—k)-dt dz 27‘702%( +k)-dty =
_ dz1 — dzo
@ =man @ =S
A /g 2 dzy /g 2 dZQ
= . e e T e
T-25 \Jo g7 - (L=k) Jo —-F-(1+k)
A 1 3 1 3
= -dz / dzg | =
T2 <] (1—k) /0 o (L+k) Jo 2)
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A / L1 %Z2d
. - e - dz —
T2 = 1—k TR ?
A 1 1 T
= ' Zl’o : €Z2|02> N
47 \1-k 1+k
A ]. T 1 2w z
_ 755 -(1—k)-t Lo (k)2 )
1 \1=F e F o T T 0)
A 1 2w T
— (13 (1=k)- % 3 (1=k)- N1 T (tk)5 =7 (1+k)- -
T Tior \1—k (e — ¥ )*’14-k (7 —e T ))
A 1 1
_ gm-(1-k) _ 0 . —gm-(1+k) _ 0 _
i 11— e e ) + 11k s (e e ))
A 1+k 1-k
_ (1K) _ (T (k) ) _
"4 &) 1+k)(€ )+(L—M-ﬂ+k)(e )
A (1+k)- é”“*m 1) (1=k)- (e 1)
T 4on A+k T =Rk -
(1+k)-

€J7T (1-k) _ 1) +(1—k)- (e*J-ﬂ-(lJrk) _ 1))

(=
(=
(=
(=
(5
(=
Tr ( (=K (1)
=
=
=
=
=
= (-

€jTr(l k) —1—|—k ejﬂ'(l k)—k—l—e j7r(1+k)_1 k'efj-ﬂ"(1+k)_‘_k
1— k2
edm(1=k) _ 9 + kel (1—k) eI (1+k) _ . e]-ﬂ-(lJrk))

1—k2
el . —j7rk_2+k eI e j7‘('k+e IT e —gmk _ k.e—]m—_e—]m—-k
1—k2

Loe ™k 24 k- (=1)-e 7™k 1. 7™k k. (1) ek
1—k?

—ermk _ 9 _L.gymk _ o—ymk +k- 6—]'7r-k>

1— k2
—9. e]7rk:

1— k2 N
_ 2.e 1™k 4 9
4.7 1— k2 N

e Ik 41 B

1—k2 )
A e Im™k 4
2.7 1— k2
A (-1)F+1
2.7 1— k2

Wartosé wspotezynnika Fj, wynosi % : (( T )k;2 ) dla k£ 1ANEk# —1.

Wspdlezynnik Fj dla & = 1 musimy wyznaczy¢ raz jeszcze, tak wiec wyznaczmy go wprost z

definicji Fi:

[\)

1 7r
T
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1 T 2 . T .
= </2A-sm <7T.t) -e‘ﬂ'l'%'t-dt+/T 0.€—J~1'2T't.dt) =
0 T b
1 3 2 n T
:T-<A-/23m<;-t)~e_]'2T't-dt+/T 0~dt>:
0 7
= {sz’n () = 76”—@7”} =
29
T .27 —g.2m
:;.<A‘/2€JT ;eJT .6_],271r.t'dt+0>:
0 J
1 A 3 2y _g2my 2y
:T. 23/0 <eT—e T)-e T . dt]| =
T
J Jo
A z 32 t—g 2t —p 24—y 3T
:m A el T T ' —¢ T T ) dt =
A T

A T T
[ /2 eJ'QTﬂ't'O dt_/2 e_j'QTTr't'Q dt | =
T-23 \Jo 0
A /5 0 /5 _
=—" e’ - dt — e Tt dt| =
T-2 < 0 0
A 2 % 4r
= . Lﬁ—/eﬂ?tﬁ =
T-29 < 0 0 )
_ 4
z —) 7t
={dz R
dt — dZTr
0
A /gdt /5 . dz
= — — e’ - —
T-29 0 0 -7 4%
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A (T )L
T2 \2 5% B

A T
=T 2”):
.
_A_
=2 =
B A

Warto$é wspédlezynnika Fy wynosi —) - %

Wspodlezynnik Fj dla k£ = —1 musimy wyznaczy¢ raz jeszcze, tak wiec wyznaczmy go wprost z

definicji F_1:

1 7r
Fa=7 /Tf(t) LD g =
r T
_ 1 A sin <27r . t> RGO RN _|_/ 0-e7CDFL gp| =
T 0 T %
1 r 2 - T
— { _ e]‘z—esz} —
= sin(z) =S5 =
1 EIC S 2n
- . A . . J- gt . —
7 ( /0 o e T dt+0
T
1 (A. RS R dt) -
T \27 Jo
T
- % ;4/2 (eJ'QTﬂ't-e]'%ﬁ't—e_j'%ﬁ't-e]'%w'g -dt =
J Jo
A [ eF e E e E
T-27 Jo
A T ( 2 2 )
2 ™ s
_ . I EHOH) _ B e(-D))  gp —
T-2 /0
A T T
-4 /2 () | gy /2 eI EE-1) g | =
T2 0 0
r r
:7TA2 -(/26327?'52 dt—/Qe_]TtO dt)—
J 0 0
T T
:714 .(/erlet-dt—/Qeo‘dt>—
T2 0 0
A /g am 4 %
= — ejT dt—/ 1dt ==
T-29 ( 0 0
z =7 4% -t
={dz =) -4 .4t =
_ dz
dt = s
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‘s p . . A
Wartos¢ wspolezynnika F_y wynosi j- 4.
Ostatecznie wspélczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na rysunku

przyjmuja wartosci.

A
Fy==
T
A
F_lzj.Z
A
Fl:_j.Z

Podstawiajac to wzoru aproksymacyjnego funkcje f(¢) mozemy wyrazi¢ jako
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F(t) = i Fk~ej'k'2%'t

k=—00
A A 27 A 27 s A (_1)k + 1 27 (250)
t) = = R A C DI 0 N B B 7 . L)kt
f(t) 7'r+‘7 1 € J 4 € + k; 2.1 1 — k2 €
=—00
k40
kA —1Ak#£1
Mozemy wyznaczy¢ kilka wartosci wspotezynnikow F,
Fy, —6 -5 —4 -3 | -2 —1 0 1 2 3 4 5 6
A A A A A A A A
F "3 | 0 | e [ O | a3 |03 | 2727 73 |0 —15: |0 —352
A A A A A A A A A
| F| 3 | 0| 5 |9 & | 7 |5 3 i 10 s |0 s
Arg{Fy}| -7 | 0 | =@ | O | —7 5 10 -5 ™ |0 7® [0] =

Na podstawie wyznaczonych wspétezynnikéw Fj, mozemy narysowaé¢ widmo amplitudowe |Fy| sy-
gnatu f(1).

| Fy

Alm

s o 9 o 9 'I J I' S o 9 o o s k
-8 -7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8

Widmo aplitudowe sygnalu rzeczywistego jest zawsze parzyste.

Podobnie n podstawie wyznaczonych wspélczynnikéw Fj, mozemy narysowaé¢ widmo fazowe arg { Fi, }

sygnatu f(t).

arg {F.}

l
]
. )
rol3y 3
w o
N e
(G238 1
o f——e
ENR
0w x——@
ol

—T

Widmo fazowe sygnatu rzeczywistego jest zawsze nieparzyste.

W przypadku sumowania od ki, = —1 do ke = 1 otrzymujemy:
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W przypadku sumowania od kp,ip = —2 do kper = 2 otrzymujemy:

ft)

ANVANANAN

[N

W przypadku sumowania od ki, = —4 do ke = 4 otrzymujemy:

f(t)

ANANANWAN

T
2

T

Sl

W przypadku sumowania od ki, = —6 do ke = 6 otrzymujemy:

f(t)

AWANAWA

T
2

T

_T T T
2 2
W przypadku sumowania od k,;n = —12 do kpyee = 12 otrzymujemy:
f(@)
ANANAWA
_T T T
2 2
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W granicy sumowania od ki = —00 do kpee = 00 otrzymujemy oryginalny sygnat.
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Zadanie 5.

przedstawionego na rysunku. Narysuj widmo amplitudowe i fazowe sygnatu.

W pierwszej kolejnosci nalezy opisaé sygnat za pomoca wzoru.

T
0 te (T+k-T;T+k-T)

fa) = A-cos(Q—”-t) t€(0+k-T;%+k¢-T) AkeC

Wspoélezynnik Fy wyznaczamy ze wzoru:

FOI;/Tf(t)‘dt

Podstawiamy do wzoru wzér naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

1
Fh= — . —
0 T/Tf(t) dt
1 (/% o T
1 3 o
— A, . . =
( /0 cos(T t) dt—l—())

T
A /5 (2 1)-a=
=7, cos | = =
2
_ dz —%’th _
dt —é dz
dt zi-dz
2m
A (3% T
—T'/O cos (2) 5 dz =
AT (3%
:f'y'/Qcos(z) dz =
™ Jo
A T z
-2 (X t>5_
=5 sin| .
A
27

Wyznacz wspotezynniki zespolonego szeregu Fouriera dla okresowego sygnalu f(t)

(2.51)

(2.52)
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A - (sin (pi) — sin (0)) =

T or

A

= — 0 — O =
5 (0-0)
=5-0=

=0

Wartoéé wspolczynnika Fjy wynosi 0.

Wspodlezynniki Fj, wyznaczamy ze wzoru:

1 x
T Jr

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie £k = 0

T Jr
1{ (% o 2 T
= — / A cos(i)-ej'k'Tt dt—i—/ 0-e7F7Tt.qt) =
T 0 T %
1 3 o T
— =% =7k t _
—T<A/O cos(T t> e T dt+/§0 dt)
= {cos (z) = ejub_|_2€*]‘1'} -
T .27 4 .21y
:;<A-/263T —|—263T ejthdt—i-()):
0

A T 1 z 1 7
= . . . Zl.d - . Z2,d —
2T jon ((1-@ /0 T 0w /0 c Z2>
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A 1 T 1 T
_ . 21|12 _ L pR2|2 ) —
= dn <ﬂ—k)6 d (1+m 6’0>
__4 < L ozame? 1 m 5):
-4 \(1—k) 0o (1+k) 0
A 1 7'r T 27 1 2 T 2
_ . rZE(-k)-T (k)0 _ N E )T = ZE(4R)0) )
- <(1—I<:) (eT : ) e (e 0405 _ % )>_
A 1 1
_ ) 7-7( _ N (I+E) _ —
741 <(1—k:) (erm 7 =) (1+k) (¢ 1))
A 1 1
— . T —]kﬂ'_ - P _
g Am <(1—k) (6 Y (1+k) (77 1))
A 1 1
74 <(1—l<:) (-1 1) (1+k) (-1 )
A 1 1
= . e kT _q S (S L T T
7 Am <(1—l<:) (- - (1+k) (= )>
A (—e‘ﬂ'k'”—l)-(l-i-k) (—6_9']“'“—1)'(1—14:)
T g-Ar (1—k)-(0+k) (1—k)-(1+k) B
A —-e_J'k'”—l—k~e_J'k'7r—k_—-e_J'k'”—l—f—k“e_]'k'”-i-k B
4w (1—k)-(1+k) (1—Fk)-(1+k)
A —e kT _ ] etk T g eahT 4] _fLeaRT | B
g-drm 1— k2 N

2. k.e kT _9. L B
1— k2 B

Ak e Ik 41
B o 1— k2
Ak [(-DF+1
—J 27 1 — k2

Wartos¢ wspotezynnika Fy, wynosi 7 - A k : (

—1)F+1
)

Wspdlezynnik Fj dla £ = 1 musimy Wyznaczyé raz jeszcze, tak wigc wyznaczmy go wprost z
definicji Fy:

&
I

Nl= Nl 3=

Il
—
Q
QS
V)
—
. 8
SN—
3]
-~
8
woff
d
8
o
Il

Nl =
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A s
T/<T
A %
—o.T’
A %
9.7
A %
9.7’
_ A
2.T
4T“t
:dz:—]4”dt

T
2
_ / dt +
0 )
T 1
= t|02_j-4%

<
S

R R R R R e Y Y

IR ST BT BT I ST
—

|
[a)
N———
Il

O Do b o 2o 2O ) ) o
L N E E Bl [ ﬂ\>

N~
| N
|

N

A

Wartos¢ wspotezynnika Fy wynosi 7.

R
2o
|
)
~
|

L

N
~

I

Wspdlezynnik Fj dla k = —1 musimy wyznaczy¢ raz jeszcze, tak wiec wyznaczmy go wprost z

definicji F_1:

e (=1):

Pa=g e

=t

-dt =
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1( % o 2
2 s
:T(/U A~COS<T > -5t dtJr/ 0-e 7 't'dt>:
1 3 2
:T<A-/Ozcos<;r )ejTtdt—i—/Odt)
= {cos (3?) - 6”+2€7”} -
% ej.%‘ﬂt_i_e_j.%r.t
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2 T T
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2T /(] (
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: 0
A % 47 5
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A
— 5 (0+3) =
A T
2.T 2
A

T4

/. , . A
Wartos¢ wspotezynnika Fy wynosi 4.
Ostatecznie wspoélczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na rysunku

przyjmuja wartosci.

=0
A
Flzz
A
F_IZZ

Podstawiajac wyznaczone wspélezynniki do wzoru aproksymacyjnego, funkcje f(t) mozemy wyra-

zi¢ jako:
o0
> Fy- e/t T
k=—00
A 27 A 27 © A:IC (_1)k+1 27
t) == . =Tt Lt ) ) Tkt
fy=7-e e T k:z—oo - -k )|°°
k0 (2.54)
kA—1Ak#1
A 2 s Ak (_1)k+1 e2n
f(t):2-cos(T-t)+ k; lj. or ( T IR F
=—00
k40
k£ —1Ak#1
Mozemy wyznaczy¢ kilka wartosci wspotczynnikow Fj:
k -5 —4 -3 —2 —1]0]1 2 3 4 )
4-A 24 | A A 2-A 4-A
B O 10 tsr | O 037 | 2 |93 |37 |07 15570
4-A 2-A A A 2-A 4-A

|| 0 | 157 5z | 2 (0013 5z |0 g% |0

Arg{F} o | 2 o] = Jolojo| -2 Jo| -2 |o

Na podstawie wyznaczonych wspélezynnikéw Fj, mozemy narysowaé¢ widmo amplitudowe |Fy| sy-
gnaltu f(t).
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| F|

eﬁtilﬁ itﬁttek
-8 -7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8

Widmo aplitudowe sygnalu rzeczywistego jest zawsze parzyste.

Podobnie n podstawie wyznaczonych wspdlczynnikéw Fj, mozemy narysowaé¢ widmo fazowe arg { Fi. }

sygnatu f(t).

arg {1}
2
¥ g ¥ —9—¢ g g ¥ k
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 3 5 7
-

Widmo fazowe sygnatu rzeczywistego jest zawsze nieparzyste.

W przypadku sumowania od k5, = —1 do ke = 1 otrzymujemy:

W przypadku sumowania od ki = —2 do kpee = 2 otrzymujemy
f(®)
A
t
T T
2
W przypadku sumowania od k;,j, = —4 do ke = 4 otrzymujemy:
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f(@)
A
t
T T
2
W przypadku sumowania od ki, = —10 do ke = 10 otrzymujemy:
f(t)
A
t
T T
2

W przypadku sumowania od K, = —20 do ke = 20 otrzymujemy:

(t)

(LN

W granicy sumowania od ki = —00 do ke = 00 otrzymujemy oryginalny sygnat.
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Zadanie 6. Wyznacz wspotezynniki zespolonego szeregu Fouriera dla okresowego sygnalu f(t)

przedstawionego na rysunku. Narysuj widmo amplitudowe i fazowe sygnatu.

f(t)

S

IS
ol
T
N
w
N
N

W pierwszej kolejnosci nalezy opisaé sygnat za pomoca wzoru.

fo) = A te(—§+k-T;§+k-T)Ak€C
~A te(T+k-TiE 4 k-T)

Wspodlezynnik Fyy wyznaczamy ze wzoru:

FOZ;/Tf(t)‘dt

Podstawiamy do wzoru wzér naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

=
|

L I S N I S T S T T T

Warto$é wspoélczynnika Fy wynosi 0.

Wspdlezynniki Fy, wyznaczamy ze wzoru:

1 -
Fo= / F(8)-eTRF gt
T )1

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie £k = 0

1 x
Fy = 7/ f(t)- e IRt =
T Jr
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T ) 3T )
4 s 4 ™
(/ - A- e—}k.qu cdt + /T (7A) . 6—]~k'T~t . dt) =
-1 T
T 3.7
(A-/4 e—ﬂ"f'%”'t-dt—A-/ ! e—ﬂ"f'%’f't-dt> -
_T T
4 4
z 3.7
- </4 6—J~k'2%'t.dt_/ : €—J~k'2£~"t.dt> =
_T T
4

I NHl= =

I
,—/_\}ﬂ
QW
N
[
[
- <
x> X
S N
Q‘ﬂ
Y
I

7 k-2

—A ™
_ -3k 7k T\
_j-k-27r(2 e 2 —2-¢ 2)

2A s
_ gk kT
()
:2‘4<Sm<k.ﬂ>>

™ 2

Wartos$é wspolezynnika Fj, wynosi % (sin (k- %)).

Ostatecznie wspélczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na rysunku

przyjmuja wartosci:

Podstawiajac wyznaczone wspélezynniki do wzoru aproksymacyjnego, funkcje f(t) mozemy wyra-

zi¢ jako:
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)= 3 Feert ¥

k=—00

s = > (24 (sin (1 T))] v

k=—o00

k0

(2.59)

Mozemy wyznaczy¢ kilka wartosci wspotczynnikow Fj.:

k 5| -4 =3 | =2 -1]0| 1 2| 3 |4 5

2-A 2-A 2-A 2-A 2-A 2-A

Fy 52| 0 |37 | 0| F |05 |0 -57[0]%57

Al 20| 34 [0 202 0] 3 o2

Arg{Fx | oo | =] o] ololo]o|] = [o]oO

Na podstawie wyznaczonych wspélezynnikéw Fj, mozemy narysowaé widmo amplitudowe |Fy| sy-

gnatlu f(t).

| F|

A
s

—ﬁtitﬁlﬁ ;I
-8 -7-6-5-4-3-2-10 1 2 3

- t - y o |

4 5 6 7 8

Widmo aplitudowe sygnatu rzeczywistego jest zawsze parzyste.

Podobnie n podstawie wyznaczonych wspélczynnikéw Fj, mozemy narysowaé widmo fazowe arg { Fi. }

sygnatu f(t).

arg {F.}

™

-8 47 —6 =5 —4 <43 -2 -1

Widmo fazowe sygnatu rzeczywistego jest zawsze nieparzyste.

W przypadku sumowania od ki, = —1 do ke = 1 otrzymujemy:
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f(t)

/.

-

/TN

r T r B-T T
4 2 4 4 2 4
—A
W przypadku sumowania od ki = —3 do kpee = 3 otrzymujemy:
f(t)
/‘\ /X/\ /\ |
T _3r _T T N T 3T T
2 1 4 2 4
—A
W przypadku sumowania od k;,j, = —5 do ke = 5 otrzymujemy:
f(t)
\/‘\ /\A/\W /\/ |
=T _3r _T T T T T
2 1 1 2 1
A
W przypadku sumowania od ki, = —11 do kg = 11 otrzymujemy:
f@)
/\/\/\ [\/%/\/\/\ [W\ |
-T _3r _T T T 3r T
2 7] 2
—A
W przypadku sumowania od k,;n = —21 do ke = 21 otrzymujemy:
f(t)
-T _3%Tr _T T r 3y T
4 2 4 2
—A
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W granicy sumowania od ki = —00 do kpee = 00 otrzymujemy oryginalny sygnat.
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Zadanie 7. Wyznacz wspotezynniki zespolonego szeregu Fouriera dla okresowego sygnalu f(t)

przedstawionego na rysunku. Narysuj widmo amplitudowe i fazowe sygnatu.

W pierwszej kolejnosci nalezy opisaé sygnat za pomoca wzoru.

fla) = ~Aeos(Fot) te(Ok TEHRT) o (2.60)
0 te(§+k-T;T+k:-T)

Wspodlezynnik Fy wyznaczamy ze wzoru:

By = ;/Tf(t) - dt (2.61)

Podstawiamy do wzoru wzér naszej funkcji w pierwszym okresie k = 0

Fo= [ )-de =
1 7 2 T
:T</0 (—A4) cos<T-t)-dt+ ;0 dt)z

_ A2 (2 t) i —
=7, cos | = =
2
dz :2%-dt
o dt =& dx|
T
dt :%-dz
—A % T
—T-/O cos(z)'% dz =
—A T (%
—T-%-/O cos (z)-dz =
_A T
=5 sin (2)|§ =
T
2
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= ;—f - (sin (pi) — sin (0)) =
—A

=5 (0-0) =
“A

_g _

=0

Wartoéé wspolczynnika Fjy wynosi 0.

Wspodtezynniki Fy, wyznaczamy ze wzoru:

1 .
Fy, = —/ F@t) e R T gy (2.62)
T Jr

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie £k = 0

1 p
Fi= g [ F(0) e =
T

1 (= 2 . T .
=7 (/;(—A)'cos <$t> -ef"“'?-t.dwr/g o-eﬁ-k-%-t.dt> -

1 % 27 2 T
— —(_a. AP W 7= S . _
—T<( A)/OCOS(T t)e T dt+/§0dt>
= {cos () = 8”4'267”} =

T 2m 4 .21 4
0
r
— 2_‘;11./2 <€J%’T~t+e—3~2%t) RN
’ 0

—A s 35 =gk ot 7ty k2t

:2'T‘/0 (eT T '+ e T T)dt:
T
- 2 2m 21
51 )y (
T
2 .

dt_J-%’T'(lfk) dz dt_fg%’fl(uk) dze
_ z T
"5 </02€Zl ) F 1(1—k) dat |, —]'2T7r'1(1—|—k).dzz>_
Z T
:2_'?<J-2T”-1<1—k) /o Mt T e /02622%@):
:2__1;11-<]_27T.j(jl_k) /Oiezl dzl_]-Qw-T(1+k;) /Oezz.dz2>:
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_ —A Zl’ 1 . 622’€> —
J-4m NG —|— k) 0
_ A - wez 1 o0 (L)t 5) _
J-Am 0o (1+4k) 0
—A x T 2 1 o T 2
— 77 (=k)5 _ g5-(1=k)-0) _ Ne—rFAtk) g _ o—rF(1+k)0) )
- (eT : ) e (e 0405 _ % ))
—A 1
— ]7‘(‘ _ . —]'7T'(1+k) _ 1 —
94w (e ) (1+k) (e ))
—A 1
- I ek T ) eI ek _ ):
7 4r (6 ) 11k (6 ¢ )
—A 1
74 ( 1) (1+k) (-1 )
_A (

- 1 ke
eI 7> ain <fe 7k 1)):

G
(i
(i
(i
G
(i
(i
4 ( J’”— ) (1 +k) (—6_9"“'“—1)-(1—14:)>:
{
{
S
{

(1+k) (1—-Fk)-(1+k)
—e Jl”r—l k- e_]'k'“—k:_—6_9']“'“—1—1-]4:-6_]']“'”—4—1{: B
) - (14 k) (1—Fk)-(1+k) N
—e ]l“rf —k-emrkm k+e‘j'k'”+1k-6_3"“'”k>

1— k2
—2. e IR 2-l<:>_

1— k2
ejk’ﬂ'+1
1— k2
Ak (DR
- 27 1—k2

Nk
Warto$¢ wspoétezynnika Fj, wynosi — - ‘3 ﬂ’_“ (( 11_) kf)

Wspdlezynnik Fj dla £ = 1 musimy wyznaczy¢ raz jeszcze, tak wiec wyznaczmy go wprost z
definicji Fy:

:]'471'

Ak
27
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Wartos¢ wspotezynnika Fy wynosi —=.

—A g( 2 )
_ Tty D) | gy —
=
_A / z
:”'</26]T0t dt+/ €]T2t dt)
: 0
_A % 0 7 47
=-—" e 'dt+/ e ITt.dt| =
2.T </0 0
—A z T
:”</21dt+/2€_]47’tdt>:
: 0
T
:% (/ dt+/ e Tt dt)
z:—j-%’r-t
dt = - dz
T
Z
/dt+/ -dz)z

N[N

_ A
2.T
A 3 1 3
- (/2dt+ ﬂ-/Qez-dz>:
2.-T 0 —3-7 Jo
—A T 1 T
_ . 2 ) —
“wr((50) -l -
. I
. j.T
~A (T 1
— . —72r 0 —
2T (2 7 ( €)>
~A (T 1
:.<_ - (1_1)>:
2.-T 2 7T
_ -4 (T 1 0>_
2-T \2 ;. %&
_ A (T 0>_
2.7 \ 2 o
—4
2.T
-4
4

A

Wspdlezynnik Fj dla k = —1 musimy wyznaczy¢ raz jeszcze, tak wiec wyznaczmy go wprost z
definicji F_1:

=g [ @) e CUF
T

116

24 wrzesnia 2020



Tomasz Grajek, Krzysztof Wegner

Teoria Sygnaléw w zadaniach

| | Il
e T

Nl

3 27 2 T
((—A) : / cos ( -t) el T dt +/ 0- dt)
0 T z

— =
Q
S
VA

—~
S
~
|
s

<

8
Sy
d

8

& =
Il

h> —
|
=
S—

o) -

L2m _g.2m, L2m
/ ejTt+ejTt).ejTt-dt:
0

“."| ‘?"l @‘l ”‘
e T R

—A T 3
. 7t 0 =
5T (/0 el T dt + ; e dt)
T T
2_’4T-</261Tt.dt+ 1 dt):
: 0 0
—A % 4r 2
— Tt dt+ | T dt) =
2.-T </0 0 )
z:]-%ﬂ-t
dz—]-%” dt 3 =
dt = .Lﬂ dz
T

|
8N

“."l “."l “"
S S T

|
BN

|
>>ﬂ‘

|
D>ﬂ‘

5
N~

N

SIS
AA/—\/—\@/\/—\/—‘\Q

N -

NS

o

Y

Sl

[ V)

+

N

po|

|

(@)

S~

po| T

|
N

N\
~
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—A
=57 (0+3)=
AT
T2.T 2
A
T4
Wartos¢ wspotczynnika F; wynosi _TA.

Ostatecznie wspélczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na rysunku

przyjmuja wartosci.

Fp=0
o
.
A 1)k +1
Fi== 27rk'<(1zl:g>

Podstawiajac wyznaczone wspélezynniki do wzoru aproksymacyjnego, funkcje f(t) mozemy wyra-

zi¢ jako:
[e.e]
Z Fk ) ej.k.%f.t
k=—00
A 27 A 27 © A . k (_1)k + 1 27
)= = (Dt 2t . ) prkeZEt
fO) == e e T k:z—oo Do\ )T
k0 (2.63)
k#—1Ak#1
A 2m = Ak ((-DF+1 2T
f(t):—2-cos(T-t)+ k; l_]. o ( T Ik T
=—00
k#0
k#—1Ak#1
Mozemy wyznaczyé kilka wartosci wspotczynnikow Fj:
k -5 —4 -3 —2 -1]10] 1 2 3 4 )
4-A 24 | —A —A 2-A 4-A
L O | 9157 | O =057 | T [0 T [157 [0]J 157 |0
4-A 2.A A A 2.A 4-A
|| O | % [0 557 | 5[0 %] 5% |0] %57 |0
Arg{Fy} | O -5 0 -5 —m 0| m 5 0 5 0

Na podstawie wyznaczonych wspélezynnikéw Fj, mozemy narysowaé¢ widmo amplitudowe |Fy| sy-
gnaltu f(t).
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| F|

eﬁtilﬁ itﬁttek
-8 -7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8

Widmo aplitudowe sygnalu rzeczywistego jest zawsze parzyste.

Podobnie n podstawie wyznaczonych wspdlczynnikéw Fj, mozemy narysowaé¢ widmo fazowe arg { Fi. }

sygnatu f(t).

arg {F.}

™
~ » ~ » I » I
«lS =7 iG =5 «lﬁl -3 «P 1 1 2 3 4

wola

(20
o %—e
-~ 9
0 %x—e
>~

ol

Widmo fazowe sygnatu rzeczywistego jest zawsze nieparzyste.

W przypadku sumowania od k5, = —1 do ke = 1 otrzymujemy:

f(t)

A
/e NN —
(AP

W przypadku sumowania od ki = —2 do kpee = 2 otrzymujemy:
f(®)
A
t
T T
2 2
W przypadku sumowania od k;,j, = —4 do ke = 4 otrzymujemy:
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f(@)
A
t
_T T
2 2
W przypadku sumowania od ki, = —10 do ke = 10 otrzymujemy:
f(t)
A
t
Ar/ _r T
2 2
W przypadku sumowania od K, = —20 do ke = 20 otrzymujemy:
f(t)
A4/
v "‘ VA " A v 'A\ t
2 2
W granicy sumowania od ki = —00 do ke = 00 otrzymujemy oryginalny sygnat.
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Zadanie 8. Wyznacz wspolezynniki zespolonego szeregu Fouriera dla okresowego sygnatu g¢(t)
przedstawionego na rysunku. Wykorzystaj wlasnosci szeregu Fouriera oraz wspotczynniki zespolonego

szeregu Fouriera wyznaczone w zadaniu 1

W pierwszej kolejnosci nalezy opisaé sygnat za pomoca wzoru.

0 te(0+k T; 5 +k-T)
g@) =94 te(T+k ;3 +k-T)ANkEC (2.64)
0 te(¥F+k-TT+kT)

Mozna zauwazy¢ iz sygnal g(t) jest przesunieta o %T w czasie wersja sygnalu f(t) z zadania 1

o1 (1-T)

Wspélcezynniki zespolonego szeregu Fouriera Fy, dla sygnatlu f(¢) wyznaczone w zadaniu 1 wynosza:

A
F0:§

Fe=y- k;-A27r‘<(_1)k_1)

Korzystajac z twierdzenia o przesunieciu w dziedzinie czasu mozna wyznaczy¢ wspoélczynniki Gy

na podstawie wspélezynnikéw Fy, sygnalu f(t) przesunetego w czasie o tg jako:

g(t) = f(t —to)

2w
Gp = Fy - e_J'T'k'tO

Wstawiajac wartosci wspotezynnikéw Fj, otrzymujemy:
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— A (e

Podobnie dla Gg podstawiajac Fy otrzymujemy

ELI
Go=Fy-e 710 =

Wartosé wspédtezynnika dla k& = 0 nie ulega zmianie w wyniku przesuniecia sygnalu w czasie
Gy = Fy. Warto zauwazy¢ iz warto$é wspdlczynnika dla & = 0 jest utozsamiana z wartoscig Srednig
sygnalu, a ta nie ulega zmianie w wyniku przesuniecia w dziedzinie czasu.

Ostatecznie wspélczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na rysunku

przyjmuja wartosci.
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Zadanie 9. Wyznacz wspolezynniki zespolonego szeregu Fouriera dla okresowego sygnatu g¢(t)
przedstawionego na rysunku. Wykorzystaj wlasnosci szeregu Fouriera oraz wspotczynniki zespolonego

szeregu Fouriera wyznaczone w zadaniu 4

W pierwszej kolejnosci nalezy opisaé sygnat za pomoca wzoru.

A-sin(F-(t-D)) te(D+k-T;D+%5 +k-T)

g(t) =
0 te(D+Z+k-T;D+T+k-T)

NkeC (2.65)

Mozna zauwazy¢ iz sygnal g(t) jest przesunieta w czasie wersja sygnatu f(t) z zadania 4

g(t) = f(t—D)

Wspélezynniki zespolonego szeregu Fouriera Fy dla sygnatu f(t) wyznaczone w zadaniu 4 wynosza:

-
i
F—1:J'§
Flz_]'é
—DF+1
F’“:2/.17r'<(11k+2 )

Korzystajac z twierdzenia o przesunieciu w dziedzinie czasu mozna wyznaczy¢ wspoétczynniki Gy

na podstawie wspélezynnikéw Fy, sygnatu f(t) jako:

g(t) = f(t —to)

27 ..
Gp=F,-e7T k-to

Wstawiajac wartosci wspotezynnikdéw Fj, otrzymujemy

— .27 L.
Gp=Fy-e 77kt —
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T —

_ A (—1)F+1 e kD
2.7 1— k2

A wiec wspélezynniki Gy, dla sygnatu g(t) sa réwne % : ((_11_)];;1) -675'2%"“0, dlak # 1Ak # —1.

Oznacza to iz wspélczynnik dla k = 1 i £ = —1 musimy wyznaczy¢ jeszcze raz analizujac dokladnie

co podstawiamy. Zacznijmy od wyznaczenia G1

.27 .
G1:F1-€ rglto —

A 27
= —9.—.e 7T
J 1 €

—{1=D)=

A 27
— —] . —_ e_J'T’D

4

'tO —

Podobnie wyznaczmy G_1:

Ostatecznie wspotczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na rysunku

przyjmujg wartosci.

A
Go==

T

A P
G_l_j.Z.GJ-Z’T-D
Gl__j.é.e_.]%ﬁD

A ((=)F+1 22D
Gk:27r<1—k2 e

124 24 wrzesnia 2020



Tomasz Grajek, Krzysztof Wegner Teoria Sygnaléw w zadaniach

Zadanie 10. Wyznacz wspolcezynniki zespolonego szeregu Fouriera dla okresowego sygnatu f(t)
przedstawionego na rysunku. Wykorzystaj wiedze o liniowoéci szeregu Fouriera i o wplywie przesu-

niecia sygnatu w czasie na wspoétczynniki szeregu Fouriera.

-T XT \ 3T T \
2 2
o N NN

W pierwszej kolejnosci nalezy opisaé sygnat za pomoca wzoru.

A-cos(22-t) te(0+k-T:L+k.T

f(t) = (T ) ( 2 ) ANkeC (2.66)
B te (S +k TiT+k-T)

Jesli przyjrzeé sie dokladniej sygnalowi f(t), mozna zauwazyé, ze sklada sie on z sygnaléw g(t) i

h(t), dla ktérych juz wezesniej obliczyliSémy wspolezynniki zesolonego szeregu Fourira.

Sl
Sl
N

Doktadnie rzecz ujmujac, sygnal f(t) jest suma sygnaléw: g(¢) i h(t) przesunietego w czasie o p6l

okresu (1):

f(t)=9g@)+h (t - 2) (2.67)

Wykorzystujac wiedze o liniowosci szeregu Fouriera i o wplywie przesunigcia sygnatu w czasie na

wspotcezynniki szeregu Fouriera mozemy napisaé, ze:
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2n T
2

Fi = Gy + Hy - e 7m 5
F, =G+ Hy - e Tk
Fy =G+ Hy - (1)

Na podstawie wczesniej obliczonych zadan, wspotczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla sygna-

téw ¢(t) i h(t) wynosza odpowiednio:

Gop=0

o=t

oA |

Gr =" AQ: : <(_111 ;1)
o B

Ho=p o (-1 1)

Teraz mozemy wyznaczy¢ wspdlczynniki dla sygnatu f(t):

F, =G+ Hy - (-1)F =
. _1\k
=4 k-<< 2 “)w T (CDE =)=

27 1— k2
. _1\k
e [Azwk | <( 1111931) Fim (1_(_1)16)]

Podobnie dla wspétczynnika Fj:

Podobnie dla wspétczynnikéw Fy i F_q:
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=G+ H;- (—1)1 =

_Z+].1.2w.<(_1)_1>.(_1)_
_ 4, B
4 J s

=T ()
A B
=177%

Ostatecznie wspdlczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla sygnatu f(¢) wynosza:

B
FO—E
A B
F, = = .=
! 4+‘7 T
A B
F == .=
! 4 J T
-k
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Zadanie 11.
Wyznacz wspdlezynniki zespolonego szeregu Fouriera dla okresowego sygnatu f(t) przedstawionego
na rysunku. Wykorzystaj wiedze o liniowosci szeregu Fouriera i o wplywie przesuniecia sygnatu w

czasie na wspolczynniki szeregu Fouriera.

W pierwszej kolejnosci nalezy ustali¢ wzér funkcji przedstawionej na rysunku. Jest to funkcja

odcinkowa, ktéra mozemy opisa¢ w nastepujacy sposob:

A-sin(4F-t)  te(0+k-T;T+k-T)
~A-sin(4-t) te(T+k- T +k-T)
~B-sin (% -t) te(T+k-T:3 4k T)
Besin(fF-t) te (L +k T;T+k-T)

NkeC (2.68)

Wspédtezynniki Fj, mozemy wzynaczy¢ bezposrednio z definicji. Poniewaz mamy sygnal okresowy,
w ktorym kazdy okres sklada sie z czterech odcinkéw, to trzeba bedzie obliczy¢ po jednej calce
dla kazdego z odcinkéw. Mozna réwniez zauwazy¢, ze sygnal f(t) da sie przedstawié¢ jako liniowa

kombinacje poprzesuwanego w czasie sygnalu g(t) przedstawionego ponizej:

Jest to funkcja odcinkowa, ktéra mozemy opisa¢ w nastepujacy sposob:

(1) = sin(%-t) t€<0+k'T§%+k-T)

NkeC (2.69)
0 te (5+k-TT+k-T)

g

Dla tak zdefiniwanego sygnatu g(t), sygnal f(¢) mozna przedstawié jako:

g(t):A‘g(t)ﬁ-A-g(t—Z;)—B-g(t—g)—B-g(t—i{) (2.70)
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Teraz wystarczy wyznaczy¢ wspdélcezynniki rozwiniecia w zespolony szerg Fouriera dla sygnatu
g(t). Nastepnie, na podstawie twierdzenia o liniowosci oraz wplywie przesuniecia sygnalu w czasie na
wspOlezynniki szeregu Fouriera bedziemy mogli obliczy¢ wspélezynniki Fy dla sygnalu f(t).

Wspoélezynnik Gg wyznaczamy ze wzoru:

Go = ;,/Tg(t) dt (2.71)

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie £k = 0

1
Go—T/Tg(t)'dt—
1

T
T . [4xw 1 /7T

v ; . .1
Warto$¢ wspoétezynnika Go wynosi 5-.

Wspdlezynniki G, wyznaczamy ze wzoru

1 Tr
G = —/ g(t) - eIk TF L gy (2.72)
TJr

Podstawiamy do wzoru wzor naszej funkcji w pierwszym okresie £k = 0
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2

Il
T e L
. . . ~. .

3

S

S~—

<

8
o |

<o

d

8

H,_/
Il

7t _j.4l.t T

/ el —e?t -e—ﬂ’k”"%f-dﬁ/ O-dt>:
0 29 T
4

(ej‘%‘t — e_]‘%ﬁ‘t) L T 0) =

VA, k2T 4 e
(63Tt_ejth e VT t ]k:Tt)_dt:

T
2 =9 F -2kt zm =—3-F-(2+k)-t
={dzy =) % - 2-k)-dt deo =—3- - (2+Fk)-dty =
dz dz
dt =z dt =z
1 /Z o dz /Z 2 dzo
T-27 \Jo 3-8 2-k) Jo —7- 2 (2+k)
T

1 1 1 T
22 _

T 2., & <2—k dzl+2+k ; e dzz>
= '(1 1§ )=

47 \2—k 2+ k

1 1 2 1 2 T
_ (A aEew P2 4R T _

g (Q—k o Togr ¢ 0)

1 1 1 T
_ 735 -(2—k)- & 77 +(2—k)-0 -3 2E-(24k)- 7 - (2+k) _
T4 (Q—k (% — ¥ >+2+k (7 e ))

1 1 . 1 .
_ (A (emew o) L (amen _ 0)) =

gy (2—k: (e 6)+2+k; ¢’ >)
B 1 24+ k 7T .(2—k) 7 T-(24+k) ) _
~ T4 ((2—/@)-(2+k) (e 1)+(2— 2+k (e ’ 1)) =

1 (2+k)- (rFCH 1) (2—k) (e EEHH
- i 2k -2+k) T -k 2+k -

1 (2+k) - (rFCH —1) 4 2 k) - (e FCH
4.7 2—-Fk)-(2+k)
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1 <2 el 2R 9 4 ety (2R 9. e a (2R g plemg(24k) k)
T

4. 1_ 52 =
1 2.3 (27k) _ g4 .5 (2R) L9 o5 (2HK) _ . om0 5 (24K)
T ( 41— K2 ) -
1 P R R R i i PSS e
T i ( 14— 2 ) -

{63'” = cos () + - sin () :—1}

e T =cos(m)—y-sin(m)=-1

2 (-1 e Atk (D e T 42 (-1 e T k(1) e
1R
k-

1 <—2'6_‘7'k;—4—k'€_]']€;7—2'6_]'?—1—/{-6_]'2)_

4 — k?

4.7 4 — k2
1 [14er T
o 4 — k2 N

l—i-e_]‘%

(4 —k?)

— k<27r

Wartosé wspotczynnika G wynosi % dla k #£2 ANk # —2.
Wspoélezynnik Gy dla k = 2 musimy wyznaczy¢ raz jeszcze, tak wiec wyznaczmy go wprost z
definicji Ga:

4 ™ T T
(/ sin <7r . t> LeTIEFE gy +/ 0- P dt) =
0 T T
T
7 4 . T
-(/4sz’n<7T~t>-e_3'4T't~dt+/ 0-dt>:
0 T T

gAmy  —pdmy
0 J

1 T
. ( e (ej.%f.t . 67]'4%')&) ‘67]-4%-25 . dt) _

am, _g.4m, _g.4m, —g.4m,
/ (e]Tt.eJTt_eJTt.e]Tt).dt:
0
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T
_ T12 ] /4 (63,4%.15_3.4%.15 . 6_3.4%.15_1.4%.15) dt =
J Jo
1 T
=5y /4 (614%%'(1*1) _ e*]‘%‘t‘(lJrl)) dt =
J Jo
1 T

T
/ ej'%ﬂ't'(l_l) df— /4 e_J.%fi-(l—&-l) -dt) =
0 0

T T .
4 0 4 .87 4
= — e dtf/ e Tt dt | =
T-2 /0 0 >
1 I T 8
4 0
=0 1-dt— ITtoge| =
T2 /0 ‘ )
z ——j-s%-t
=<dz —j-%’r dt 3 =
dz
dt ==
1 T T ., dz
S (e et
1 T 1 T
= /4d— S '/4ez-dz =
T-23 \Jo —7-F Jo
1 T 1 T

|
—_
Y Y Y Y Y

T 1 81 T
= ~— -0 e Tt ) =
T-2 (4 )+] g ¢ 0)
1 T 1 8r T 8
= — — + 87 e VT T —eIT B ) =
1 T 1 9 0
= — — 4+ o Jem e >:
T -2y 4 T ( )

= {e‘]'QW = cos (271) — - sin (271.) _ } _
! '1 = (1-— 1)) =

o 8

_|_
oo

T -2
1

T2y

<
Sl

_|_
I

e R N L RN
<
.=

+
o
~—
Il

Il
N R Y R

J

8

Warto$¢ wspotczynnika Gy wynosi .

Wspdlezynnik Gy dla & = —2 musimy wyznaczy¢ raz jeszcze, tak wigc wyznaczmy go wprost z
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definicji G_s:

Gy = / F(b) - e CDF gy —
T

T T

= (/4sm<47r t)-e](z)Tt dt + 0- e DF dt)z
0 T T
T T

= -</4sm<47r-t>-ej'4Tﬂt dt + 0 dt)z
0 T z

e].%.t+].4%.t . e_j.‘%ﬂ.t_i_}%".t) dt —

1 I .,  dz I
(e )

T2 0 71 F 0

1 1 T T
:T72j ( = 4ez-dz—/4dt>:

J-7 Jo 0

1 1 r

:m]'<3.8w ezlé—tié)z
T
T

:71 18 e_jSﬁt4—<T—0> =

T-25 \;-% o \4
- (L (et e - L) -

T-2) \y-% 4
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= TlQ] . <j .181? . (e*J-Qﬂ _ 60) . Z) _

= {e_ﬂ” =cos(2m) — g -sin(2m) =1

:A‘< 187r‘(1_1)—i>=

——
I

-2 \J-

1 1 T
- . — 00— =
T-29 j-% 4

1 T
T2 _4>:
1T
T T2 4
—_— 1_
=5 -

J
g

Ostatecznie wspélczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla funkcji g(t) przyjmuja wartosci.

Warto$é wspdtezynnika G_o wynosi

1
Gy = —
0 2
Gy =
G_Q_%
a 1_1_6_]‘;%”
P T A— k)

Teraz mozemy wréci¢ do sygnalu f(t) opisanego za pomoca poprzesuwanych w czasie sygnaléw

g(t):

T T 3T
ﬂﬂZAﬂ@+AﬂGf4)—BgG—2)—3@0—4> (2.73)
Przypomnijmy twierdzenie o liniowosci i o wplywie przesuniecia sygnalu w czasie na wspoétczynniki

zespolonego szeferu Fouriera:

n(t) — Nk
m(t) =A- ’I’L(t — to)
Mk‘ = A . Nk . e_]'Z%'k'tO

Stasujac powyzsze twierdzenia do sygnalu f(t) otrzymujemy:

2m g 3T
1

_B.Gk.e_]‘T

N

Fo=A-Gr+A -Gy e 7T+t _B.Gy e 7T
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3k

—A- G+ A-Gp-e75 —B.Gp-e " _B.Gy. e =
=A-Gk-(1+e_3'k7ﬂ)—B-Gk-( ]kw+e—a3’“">:

e 7k = cos (kr) + - sin (kr) = (—1)F
= e*J‘M :e_].(my%r _ .m_e km ‘ km (T

=A-Gy- (14e7%) =BGy (1) + (-D)F 75 =
=A-Gy- (1+6_J'k7ﬂ) —B- G- (-1)*- <1+e szﬂ) =

Podstawiajac wartosci wspoélczynnikow Gy do wzoru na Fj, otrzymujemy:

Fp=Gy- (1+e7%) (A= B (-1)F) =

- m : (1+e—ﬂ~’%’) : (A—B-(—l)k) =

—pkx 2
= W (A= B (=)

Analogicznie wyznaczmy wzpdlczynnik Fo:

Fy =Gy - (1 + 6_3.0%) . (A - B (—1)0) =

z;ﬂ (1+°)-(A-B-1)=
= (1+1)-(A-B)=
- @) (4-5)-

A

Analogicznie wyznaczmy wzpdlczynnik Fo:

Fy=Gy-(14e7%)- (A= B-(-1)?) =

:%7.(1+e—ﬂ‘“)-(A—B-1):

= {6_3'” = cos (m) — - sin () :—1} =
g‘]-(l—l)-(A—B):
:%‘7-(0)-(A—B):
=0

Analogicznie wyznaczmy wzpdlczynnik F_o:
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F =G 5 (1 + 63'”2)‘”) : <A -B- (—1)72) -

(1+e™) . (A-B-1) =

O 0|~ 0|~ — 00

e’ =cos(m) 47 sin(m) = _1} -
-(1-1)-(A-B) =

{(0)-(A—B) =

Ostatecznie wspétczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla funkeji f(t) przyjmuja wartosci:

5 _A-B
™
F=0
F =0
—y. ke 2
B (1:(:—;2)) (4-5- (1))
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Zadanie 12.  Wyznacz wspdélczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla okresowego sygnatu g¢(t)
przedstawionego na rysunku. Wykorzystaj wtasnosci szeregu Fouriera oraz wspotczynniki zespolonego

szeregu Fouriera wyznaczone w zadaniu 1

W pierwszej kolejnosci nalezy opisaé sygnat za pomoca wzoru.

fla) = Avoin (1) e (0rkTEIRT) L (2.74)

0 te (T+k-TiT+k T)

Mozna zauwazy¢ iz sygnal g(t) jest z modulowana wersja sygnatu f(t) z zadania 1

Fk:j-kéﬂ_-((—l)k—l)

Korzystajac z twierdzenia o modulacji mozna wyznaczy¢ wspotczynniki Gy na podstawie wspot-

czynnikéw Fj, sygnalu f(t) jako:

g'(t) = S (1) - e F 0
Gl = Fr—g,

W przypadku analizowanego sygnalu twierdzenie o modulacji nalezy zastosowaé¢ dwa razy

g(t) = %m) R L gy kg
"J

2.9
g(t) = g'(t) — g*(1)
G =Gy — Gj,
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W obu przypadkach funkcja f(t) mnozona jest przez czynnik el Tt (z uwzglednieniem zmiany

znaku). Z tego czynnika mozna wydzielié wartosé kj i k3.

127 2 cdotbr .
t )7t

T =e¢

27
_ e_]'T'G‘t

LT g2 g

Wstawiajac wartosci wspotezynnikéw Fj otrzymujemy

N 21] (j' (k —§) om ((_1)#6 - 1) AT _;_AES)) 5 ((—1)’“’(*6) - 1)) -

- 21 (‘7' =82 (00 -1) —J'(kJFG)_27Tf-1((—1)k+6 - 1)) _

- 5= <‘7(k‘—6)27r (D (-~ 1) -5 o (1 (-1 - 1)> _
:;7(”'(k—?).2ﬁ ((_1)k'1_1>_3’M'((—l)k-l—l)>:

o T () -
_21-3(7'(k—?).zw”'(k+§).zﬂ)-(<—1)’“—1)—

_21\7.] ;T<ki6 k:Jlrﬁ ((F-1) =

- <k—§)f<?c+6> - (k—gf(?wa)) (DF-1) =

i
4
- (g arg) (V'-1)-
i«
4

p k21—236> ' <(_1)k - 1) -
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3-A
= ey (V)

A wiec wspétezynniki Gy, dla sygnalu g(t) sa réwne leéi‘fg(s) . ((—1)’“ — 1), dla k #£ 6 Ak # —6.

Oznacza to iz wspélczynnik dla k = 6 i £ = —6 musimy wyznaczy¢ jeszcze raz analizujac dokladnie

co podstawiamy. Zacznijmy od wyznaczenia Gg

Ge = 21] (Fo - F12)> =

2.7 2.7 7 1227
I 1-1)=
4.9 12-4mw

A A

4-9 12-4mw

A A

4.9 12-4x

A
:7—0:

4.9
_ A
=1

7
1

=5 (F12 — Fogte) =
1

= TZY(F_H_FO)
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A wiec musimy podstawi¢ wartos¢ wspotczynnikéow F_15 oraz Fy

1
Ge = 27] (F—lz - FO)) =
1 A A
2-3(9 “12-2n (=1 ) 2
_1< A (11)A)_
2,V 12on 2) =
1 A A
_2-](9'12.% (0>_2>_
1 A
55(0-3) -
_1(_A)_
-5-(-3)-
R
=5 5=
_ A
-1

Mozna takze zauwazy¢ iz nie ma koniecznosci wyznaczania osobno wartosci wspétezynnika dla
k = 0, poniewaz mozna go wyznaczy¢ z ogblnego wzoru na Gy.
Ostatecznie wspdlczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na rysunku

przyjmuja wartosci.

A
G_G——r.]
A
Gﬁ—r‘]
3-A i
=—((-1)¥—1
T (0" =1)
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Zadanie 13. Wyznacz wspdélczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla okresowego sygnatu g¢(t)
przedstawionego na rysunku. Wykorzystaj wtasnosci szeregu Fouriera oraz wspétczynniki trygonome-

trycznego szeregu Fouriera wyznaczone w zadaniu 3

W pierwszej kolejnosci nalezy opisa¢ sygnal w pierwszym okresie za pomoca wzoru.

g(x) = % -t sin <6; . t) (2.75)

Mozna zauwazy¢ iz sygnal g(t) jest z modulowana wersja sygnatu f(¢) z zadania 3

B (t) 83.6%.15_6_}6%.15
2.9
1 [ .67,
=5 (f0- T e F)

Wspélczynniki trygonometrycznego szeregu Fouriera ay, i by, dla sygnatu f(t) wyznaczone w zadaniu

3 wWynosza:

Korzystajac z zaleznosci miedzy wspétezynnikami Fj, zespolonego szeregu Fouriera i wspotczynni-
kami ay i by trygonometrycznego szeregu Fourier mozemy wyznaczy¢ wspotczynniki Fj, zespolonego

szeregu Fouiera

Fy=ag

Fp=ar—7-by

a wiec dla sygnalu f(t) z zadania 3 wspdlczynniki zespolonego szeregu Fouriera wynosza:
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N

F():Cl0:§

Fp=ap—7 bp=

Korzystajac z twierdzenia o modulacji mozna wyznaczy¢é wspotczynniki Gy na podstawie wspot-

czynnikéw Fj, sygnatu f(t) jako:

g'(t) = 1(t) - T Ho
Gl = Fri,

W przypadku analizowanego sygnatu twierdzenie o modulacji nalezy zastosowaé¢ dwa razy

o(0) = 3 F(0)- T F R ey e
]

2.9
g(t) = g'(t) — 4*(t)
G =G}, — G}
1

o= 5 (R - i)

W obu przypadkach funkcja f(¢) mnozona jest przez czynnik e Tt (z uwzglednieniem zmiany

znaku). Z tego czynnika mozna wydzieli¢ wartosé kj i k2.

ej'%'t _ €J‘2 cz’i;tB‘/r.t
92 3¢ 1
=e' T = kfo =3
6_]'6%'t _ e_j.Q cdq?t37r +
2
_ 6_3.%.3.15
.21 (_3).
=T S)t:>k(2)=—3

Wstawiajac wartosci wspotezynnikéw Fj, otrzymujemy

G = 21] (Fiwg = Fiig) =
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Il
\H
>HD>
N
-
i
w
=
+ | =
w
N——
Il

)
k+3 k—3 B
Q ~(k+3) (k+$(k—n)_

)

A

T

A k+3—w 3)
7 (k—3)-(k+3)
A
T
A
T

k+3—k+3
KE2-9
6
k29
3
2_9

o

A wiec wspélezynniki Gy dla sygnatu g(t) sa réowne é . k2 g, dla k # 3 Ak # —3. Oznacza to iz
wspoélezynnik dla k = 3 i kK = —3 musimy wyznaczy¢ jeszcze raz analizujac doktadnie co podstawiamy:.

Zacznijmy od wyznaczenia Gj
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Podobnie wyznaczymy wspélczynnik G_3

)
1

5. (Fog — F313) =
1

= E(F—ﬁ—Fo)

G_3—;7(F_6—F0))—
1 A A
_2-J<‘7 —6-77_2>_
T 12 4.5
A A
T 1271 44y

Mozna takze zauwazy¢ iz nie ma koniecznoéci wyznaczania osobno wartosci wspdétczynnika dla
k = 0, poniewaz mozna go wyznaczy¢ z ogblnego wzoru na Gy.
Ostatecznie wspoélczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla funkcji przedstawionej na rysunku

przyjmuja wartosci.

A A

s 121 4y

A A

G=-n 11,
A 3
Gv=T"= 9
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2.3 Obliczenia mocy sygnaléw - twierdzenie Parsevala

Zadanie 1. Wyznacz udzial mocy podstawowej (pierwszej) harmonicznej w catkowitej mocy okre-

sowego sygnalu f(t) przedstawionego na rysunku:

f(t)
A
t
_T T T
2 2
—A

P
19
1= (2.76)

W pierwszej kolejnosci nalezy opisaé¢ sygnal za pomoca wzoru:

A te(0+k-T:Z+k-T
f(t) = ( 2 )/\kEC (2.77)
~A te(3+k-TiT+k-T)

Moc sygnalu mozemy obliczyé¢ ze wzoru:

p- ;-/T|f(t)]2-dt (2.78)

Podstawiajac wartosci sygnatu f(t) do wzoru na moc otrzymujemy:

1
P:—-/ H? - dt =
T Tlf()l
1 T T 2
_ 1. / 4] .dt+/ —APR.dt) =
T 0 %
1 5 T
- _. AQ./ dt+A2-/ dt| =
T 0 %
A? 7
:T'<t|0 +t|g)=
A2 (T T
_T.<2—O+T—2>_
A2
= A2

Moc sygnatu f(t) réwna sie A%

Moc podstawowej (pierwszej) harmonicznej to (na podstawie twierdzenia Parsevala):
2 2
Py = |F[" 4 |[F (2.79)
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Poniewaz sygnal f(t) jest sygnalem rzeczywistym, to |Fi| = |F_1|, czyli moc podstawowej harmo-
nicznej:
P =2 |F (2.80)

W zwiazku z tym, nalezy obliczy¢ wartosé wspoélczynnika Fi. Mozna to zrobié¢ bezposrednio ze

wzoru na Fj, podstawiajac k = 1:

ﬂ:; Lﬂn@ﬂ?%ﬁ (2.81)

Podstawiajac wartosci sygnatu f(t) do wzoru na F) otrzymujemy:

1 o
Flzf/ft)e_]%tdt:
T
z T
_ 1 /QA.e*J'%”'t-dH/ —Ae T g =
T 0 %
z T
— é . (/2 e_J'QTW't dt_/ 6_‘7.2%'t dt) e
T 0 r
2
z =) 2% t
=<dz —- 24t =
dz
dt - J.QTW
T
A /fez dz _/Tez‘ dz B
T\ 7 s T
A 3 T
- 2 (/QEZ'dZ—/T e* dz):
Ty % 0 z

:_]f;r (7 #5 e H0 o HT Lo E) =
— f; (67]71'_60_67}2%_‘_67]-7!')_
J- e
_Je?T =cos(2m) —g-sin(2m) = 1|
e 7T =cos(m)—y-sin(r) = —1
A
= Flmi-1-1) =
A
= yan (Y=
=
2-A
™

Wartos¢ wspoétczynnika Fy to —3 - %
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Podstawiajac warto$¢ wspotczynnika F} do wzoru na moc podstawowej harmonicznej otrzymujemy:

P1:2-|F1|2:

2-A

o (-

2

8-A2

Moc podstawowe]j harmonicznej rowna si¢ Py = =45,

Teraz mozna wyznaczy¢ udzial mocy podstawowej (pierwszej) harmonicznej w catkowitej mocy

okresowego sygnalu f(t):

p %43
== S e8I (2.82)
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Zadanie 2. Wyznacz udzial mocy wyzszych harmonicznych (k > 1) w calkowitej mocy okresowego

sygnatu f(t) przedstawionego na rysunku:

f(t)
A
t
_T T T
2 2
Psq
— =7 2.83
E (2:83)
W pierwszej kolejnosci nalezy opisaé sygnat za pomoca wzoru:
A te(0+k- T L +k-T
f(t) = ( 2 ) ANkeC (2.84)
0 te (§+k-T;T+k-T)
Moc sygnatu mozemy obliczy¢ ze wzoru:
1 2
pP—— / O - dt (2.85)
T Jr
Podstawiajac wartosci sygnatu f(¢) do wzoru na moc otrzymujemy:
P=t [P at=
=7 /. =
1 2 2 T
- / 1A -dt+/ 072 dt | =
T 0 %
1 T
=42 [Pdat+o0) =
P e
A? T
() -
A% (T
= — ( —_ 0) =
T 2
_ A (T) _
== 5 )=
A2
T2
Moc sygnatu f(t) réwna sie A;.
Na podstawie twierdzenia Parsevala, moc wyzszych harmonicznych to:
Po=P_P P (2.86)

gdzie:

148 24 wrzesnia 2020



Tomasz Grajek, Krzysztof Wegner Teoria Sygnaléw w zadaniach

Py = |Fp|?
P = |Fi* + P
Poniewaz sygnal f(t) jest sygnalem rzeczywistym, to |Fi| = |F_1|, czyli moc podstawowej harmo-

nicznej:

P =2 |F (2.87)

W zwigzku z tym, nalezy obliczy¢ wartosci wspotezynnikow Fy i Fy. Wspolcezynniki Fj, wyznaczy-

liSmy juz w zadaniu 1 is wynosza:

A
F0:§

Fe=- kéw‘((_”k”)

Teraz mozemy obliczyé¢ Py oraz Pp:

Py = |Fol
A2
:‘2
A2
T
P =2 |F?
—9 ]-1'%-((—1) —1)
A 2
=207 = . (=1-1
J 27T( )
A 2
=2.07. = . (=2
15 (—2)
—Al?
:2.] RS
v
A 2
(3
2
]

Ostatecznie, moc wyzszych harmonicznych to:
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2 4 2
_2-142-71'2 A% .2 8. A2
T 4x2 4Ax? 4q2
B A% .72 —8. A2
N 472
- A?. (7r2 — 8)

- 472

A2~(7T2—8)

Moc wyzszych harmonicznych réwna si¢ Ps1 = ——

Teraz mozna wyznaczy¢ udzial mocy wyzszych harmonicznych w catkowitej mocy okresowego

sygnatu f(t):

AQ- 2_
I e ) 2 T8 oy (2.88)
P A2 o 472 A2~ opz 7 '

2
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Zadanie 3. Wspblczynniki rozwiniecia w zespolony szereg Fouriera pewnego rzeczywistego sygnatu
okresowego wynosza:

£, Ak >0 (2.89)

T k242
Wyznacz wartos¢ Srednia sygnatu ( f ) wiedzac, ze warto$é¢ skuteczna U = Aﬁ—\ég. W trakcie onliczen
wykorzystaj wiedze, ze:

1 m
Y o= (2.90)
k=1 K 90

7 teorii wiemy, ze:

Fp=f
U=VP

Dlatego, aby wyznaczy¢ wartosé érednia f musimy obliczy¢ wartosé wspolezynnika Fy. Niestety

znamy wartoéci Fj ale tylko dla k& > 0.

Jednakze, z twierdzenia Parsevala wiemy, ze moc sygnatu to:

o
r=> |Fy|? (2.91)
k=—00
Powyzsze réwnanie mozna przepisaé¢ jako:
[e.e]
P= > |RP
k=—0o0
- 2 2 | 2
P= Y |Fl*+|Fo|*+ ) |Fl
k=—o00 k=1

—1 o)
Fol?=P— Y |F)? =D Rl
i

k=—00

[oe) D
2 2 2
[Fol> =P =Y [Fil” = > |F
=1 p

Poniewaz sygnal f(t) jest sygnatem rzeczywistym, to |Fy| = |F_g|, dlatego:

o0 o0
[Fol> =P =Y |F* =Y B
k=1 k=1
o0 o0
|Fol> =P =Y |Ful* = Y |Fel?
k=1 k=1
o0
o> =P —2- > |F)?
k=1

Teraz mozemy juz wyliczyé¢ Fp:
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o0
o> =P —2->" |Ff
k=1

oo
Rl =U" =23 Rl
k=1

=
|F|2: M _2.i$
0 60 7 k24 pi2

2

k=1
A%.6 s A 2
FlP="_2_90.3 | — 2
Fol” = 3500 kz::l]-kz-él-w?
A2 0 A 2
Fl2= 2 _2. =
ol = 5o ,§<k2-4-w2)
A? © A2
Fl2="__2.5 =
501" = 5a0 g::lkfl-m-wl
A2 A2 01
FlP="—_—9. = .y —
501" = 5a0 16 - 74 ’;l&
|F|2_Ai2,1472 7L4
0" 7600 8.7t 90
\F]2:A—2—A—2
o T 600 720
|F’2_720-A2_600-A2
o1 7 600-720 600 - 720
|F|2_720-A2—600-A2
o = 600 - 720
| ’2_120~A2
o1 7 600 - 720
A2
2 =
ol 5720
2
Fof? = 2
3600
2
|Fo| = A
3600
A
ol ==
| Fo| 50
Rt
60
F_ LA

Wartos¢ srednia wynosi f = 5.
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Zadanie 4.

Wyznacz warto$é srednig sygnatu f(t) = A-sin®(t), wiedzac, ze jego warto$é skuteczna wynosi U =

V2
2
powinno by¢ liczba.

. W toku rozwiazania zadania ustal ile wynosi A, a nastepnie oblicz warto$¢ srednig. Rozwiazanie

Wartosé skuteczna sygnatu mozna wyznaczy¢ na podstawie mocy sygnatu za pomoca wzoru:
U=VP (2.92)

Moc sygnaltu okresowego dana jest wzorem:

P- ;/T|f(t)|2 - dt (2.93)

Alternatywnie moc sygnatu mozna wyznaczy¢ za pomoca twierdzenia Parsewala na podstawie

wartosci wspdélczynnikéw zespolonego szeregu Fouriera.

o0

P= Y |Ef (2.94)

k=—00
Wspélczynniki zespolonego szeregu Fouriera mozemy wyznaczy¢ ze wzoru na wspotczynniki szeregu

Fouriera

1 .
Fp—— / F(8) - e T FR g (2.95)
T Jy

Wyznaczmy jednak wspélezynniki szeregu Fouriera inaczej. Rozlézmy sygnal f(¢) na sume zespo-

lonych sygnatéw harmonicznych.

n= 1
n=1: 1 1
n= 1 2 1
= n= 1 3 3 1 =
n=4 1 4 6 4 1
n= 1 5 10 10 5 1
n = 1 6 15 20 15 6 1
(et e
- 2-9°
(e7) =6+ ()" (e7o) +15- ()" - (77%)* =20 - ()" - (e791)°
=4 26 46 +
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15 ()’ () = 6 () () + ()

A * =
+ 26 .]6
6t _ G er5t . o=at 4 1R . el4t L o=02t _ 90 . @13t . o331
4. e e e + e e e e n
—64
A 15 er2t . o774t — 6. ert . 705t 4 o700t
+ . =
—64
7:6t 6 - 7-5t—yt 15 - 74-t—3-2t _ 20 - 7:3:t—7-3-t
4. e e + e € n
—64
4 15 - e]~2~t—]~4-t —6- e]-t—j~5~t + e—]-6~t
_|_ . —
—64
4 d@t4yd4t+w-a”—20e0+15eﬁ%t—&eﬂ4tﬂrﬁi_
N —64 —64 B
4 et — 6. et 41572t —20-€" + 15 e IF — 6. eIt 4 eIt
= 6l =
1 6 15 20 15 6 1
S, A I I S N oy 1 R I L SN, [N e i S/ [N A
61 ¢ TG 64 € 64 61 ¢ TAee 64 €
1 6 15 20 15 6 1
— A eIt L A et A o2t L A S AL I it g et f L L 6
61 ¢ ThEe 61 ¢ T Em 61 ¢ there 64 ©

Poréwnajmy uzyskane rozwiniecie z wzorem na aproksymacje sygnalu za pomoca zespolonego

szeregu Fouriera

F) = 3 B-erFh

k=—o0

Dla naszego sygnalu T' = 27 a wiec mamy

™

)= 3 FeB

k=—00
o0
= Z Fk . e]'k't =
k=—o0

= .+ Fg- e—g~6-t +F - e_j.5.t+
+F eV Foge 3t L oy e 72y
+F e Fy+ Fy el

NI SRR LTI NN L

+ By et 4 Fy -0t

Przyréwnujac uzyskany wzor do rozwiniecia naszej funkcji uzyskujemy wprost wspotezynniki ze-

spolonego szeregu Fouriera dla naszego sygnalu:

1
Fg=—A —
6 64
Fa=a.0
64

1
Fo— 4.2
64
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v
k¢ {—6,—4,—2,0,2,4,6}

R

15
FQ——A-664
Fi=A o
e a

A wiec korzystajaé z twierdzenia Parsevala energia sygnatu jest rowna:

[e.e]

P= > |RK=

k=—o00

=4 [Fog + | Fos* +

|F_a? + |F_s)* +

| Foo? + [Foaf? + | Fol* + | A + | B +
+ B3 + |Fa|? + |Fs|* + | Fs|* + -+ =

—‘ At 2+|O|2+‘A 6P 4o
N 64 64
152 9 202 5 152
—A- = 0 A= 0 —A- =
+‘ 64 +H+‘ 64 +H+’ 61| T
2 2
+10|2+'A.6 +|02+‘—A-1 _
64 64
1 62 152 202 152 62
— A2 LA AZ A% A% A
642 642 642 642 642 642
A2
:@-(1~|—62—|—152+202+152+62—|—1):
A2
:@-(1+36+225+400+225+36+1):
A2
_@.924_
_ 2.0
B 642

Wyznaczmy warto$é¢ skuteczna:

| O
=D
N

o
%
[\
g

N

[\
(@)

pO) A~

w

—

(@)}
=~

A
ﬁ
w
—

w
[\S)

1

ot
ot

1
A2 =
MRTE
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V2

Z tresci zadania wiemy ze warto$¢ skuteczna U réwna si¢ 5=, a wiec:

V231 V2 V2 32
32 2 2 /231
V2 16
1 231

2

=16 -1/ —

6 231

2

Czyli amplituda sygnatu wynosi: A =16 -4/537

Wartosé érednia sygnatu to wartos¢ wspotezynnika Fy a wiec:

fiy=F=a 5=

[ 2 20
6 - 33161

2
231

I
—

[\]
=
=8

Il

ot

N Nt
(V)

‘ -

Warto$¢ érednia sygnatu wynosi f(t) =5 - /557
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Zadanie 5. Wyznacz stosunek mocy parzystych harmonicznych do mocy calkowitej dla sygnatu
przedstawionego na rysunku ponizej. Wykorzystaj wspotczynniki zespolonego szeregu Fouriera obli-

czone w zadaniu 4

W pierwszej kolejnosci nalezy ustali¢ wzér funkcji przedstawionej na rysunku. Jest to funkcja

przedzialowa, ktéra mozemy opisaé¢ w nastepujacy sposéb:

f(z) = 4 Sm(27r t> t6(0+k'T;%+k'T) ANkeC (2.96)
0 te (T+k-TT+kT)

Cele jest obliczenie stusunku mocy parzystych harmonicznych P4, do mocy catkowitej P.

Ppar
P

Moc sygnatu mozemy wyznaczy¢ z definicji:

1 2
= ) - dt
AUy
Podstawiajac wzor naszej funkcji otrzymujemy
1 T
-7},
1 (% (27 2 1 [T
_T/o <A'81n<T-t)> dt+T (0)”-dt =

= {S’I,n (ﬂf) = 76‘725? JZ} =

ke ) :
T,

27,

:1/5142.(6] -’
T Jo

1/5 ) ej.T.t.Q_2_63.2%.t_3.2%.t+e thg
—— [ A2.

157 24 wrzesnia 2020



Tomasz Grajek, Krzysztof Wegner

Teoria Sygnaléw w zadaniach

Moc sygnatu wynosi wiec: P = 4

2 Tt 9.0 L eI di —
—4 -
Z 4 4
2 s s
(eJ'T't 2.1+ e*J'T't) Cdt =
0
T T T
(/2 oFta— [Tra [ d> _
0 0 0
:].4%.75 22 —f].%r.t
=g dt d22 =—y-E.dty =
_ dz _ dzo
i dt I
T T T
(/2631' dilﬂ—2-/2dt—|— Z d2247r>:
0 J T 0 0 =] 7
1 3 3 1 3
( 47r-/ el -dz —2 dt + T / ezQ-sz)
J7 J0 0 =) T
1 )7 z 23
e —2-tg + z <lo | =
].T — .T
T T T
(g P -2l o St ) -
1 4r T 4r T 1
(edT T —erT O —2-<—0>+ e’
(5% )=z (F-0)+ =g
1 T
. 6j~27r_€0 _2<)_|_ 6—]27r_eo>
() -2 (F) 4 Sty (=)
1
( = (1-1)-T+ 1 (1—1))2
J T —J T
1 1
( o 0-T+ 1 0>:
J 7T =) T
(0—T+0) =
(-T) =
A2

Moc sygnatu mozemy wyznaczy¢ na podstawie wspotczynnikéw zespolonego szeregu Fouriera Fj

za pomocy twierdzenia Parsevala

Dla sygnalow rzeczywistych widmo amplitudowe sygnaltu jest parzyste a wiec mamy

o0

Fp)?=|F=P= Y |Ff

158

k=—o00
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o0
= |R)?+2- ) R
k=1

A wiec moc parzystych harmonicznych mozna wyznaczyé odejmujac od mocy catkowitej moc

nieparzystych harmonicznych i moc sktadowej zerowej

o0
Ppar = P = |Fo* =2 [ Fopa?
k=0

Wspélczynniki zespolonego szeregu Fouriera dla sygnatu przedstawionego powyzej wyznaczone w

ramach zadania 4 wynosza

=2
T
F—lZ]'%
F1=—J'§
A —1)F+1
Fk:z-w((lzi:g )

A wiec moc parzystych harmonicznych wynosi

oo
Ppar =P = |Fp* =23 [Foxpa] =
k=0

00
Ppar:P_’F0|2_2"F1|2_2'Z‘F2'k+1|2:

k=1
_M_Aiﬁkﬁﬂ_lii4<ew“w1y_
4 | 4 =2 \1-(2-k+1)?
25_5_2.1472_2.50: A ‘ (—1)2-k,(_1>1+1 2
4 n2 42 =2 1—(2-k+1)>
o) k 2
LA A A A (E) D
4 72 42 ~l2- 1—(2-k+1)
00 2
:ﬁ_ﬁ_Q.AZ_Q,Z A . (1)k (-1)+1 _
4o 42 o2 \1-(@2 k+ 1)
A A A2_2.i A [ 1(p+1\[_
4 72 42 2o \1-(2-k+1)
_AizfﬁfQ,A2i2.i A‘ —-14+1 2_
4 m? 42 =2 \1-(2-k+1)°
2 2 2 o0 2
P | N (R N |
4 4 m2em \1—-(2-k+1)
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A2 AZ A2 > 9
= T2 g Y lof =
2 2
4 T 4 s
A2 A2 A?
= _—— — — 0 =
4 2 16
2 A2 A2 A2 B
-8 ™ 8
AZ A2
1 1
=A%2. (2 - =
)
A wiec moc parzystych harmonicznych wynosi: Ppe, = A?. (é — #)

A wiec poszukiwany stosunek parzystych harmoniczych do catkowitej mocy synalu wynosi:

A wiec poszukiwany stosunek parzystych harmoniczych do catkowitej mocy synalu wynosi: % — 7;1—2
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Rozdziat 3

Analiza sygnaléw nieokresowych.

Przeksztalcenie catkowe Fouriera

3.1 Wyznaczanie transformaty Fouriera z definicji

Zadanie 1. Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) przedstawionego na rysunku oraz narysuj

jego widmo amplitudowe i fazowe.

M)
MR

W pierwszej kolejnosci opiszmy sygnal za pomoca sygnaléw elementarnych:

t
-

f(t) = A-TI(Z) (3.1)

Co mozna wyrazi¢ jako:

0 date (—o0;—7)
f)=qA dlate (-Z;I) (3.2)
0 date(

T.T
292
; 00)

Transformate Fouriera obliczamy ze wzoru:

F(w) = /_ O:O F(t) - et dt (3.3)

Podstawiamy do wzoru na transformate wzoér naszej funkcji:
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Fp) = [ (07" dt =

o0 t
:/ ALy et gy =
— 00 T

-z % o]
= / 0-e vt dt+ A-e 7@t gt +/ 0-e79t.dt =
—oo -3 5

T

:/_fo-dw : A-e—J'W't~dt+/ 0-dt =
oo z

I
2

—0+ [7 Ae vt 40 =

:14/\E .e_]'w't.dt:

4
(SR

z :—jwt
=4qdz =—j-w-dtp =
dt zﬁ'dz
3 1
:A-/2 e . dz =
-z -7 w
1 T
=A- -/2 € - dz =
:A' 1 'ez|%7':
_]w )
:A 1 .eij'w't%
_jw _%
= A '(6 Jw g eﬂw( §>_
_].w
A . .
_ Jwg _ omlwg | —
= o (e 2 e 2)

Transformata sygnatu f(t) = A - H(%) to F(w) = A-7-Sa (w-Z).
Narysujmy widmo sygnatu f(¢t) = A-TI(%) czyli:

t
-

F(jW)ZA'T'SCL(W'Q) (3.4)
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F(y-w)

M (w)
A-T
8t _6r _4n  _2¢ 2 4 6 8n
T T T T T T T T

Widmo aplitudowe sygnalu rzeczywistego jest zawsze parzyste.

Widmo fazowe obliczamy ze wzoru:

®(w) = arctg (Im{F(] i w)}>

Re{F(y-w)}

®(w)

7-(-
8t _6r _dn _2¢ 2t 4r 6r 8
T T T T - T T T T

Widmo fazowe sygnalu rzeczywistego jest zawsze nieparzyste.
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Zadanie 2. Oblicz transformate Fouriera sygnatu f(t) = A-1(t) - e~ %! przedstawionego na rysunku

oraz narysuj jego widmo amplitudowe i fazowe.

ft)
A

t
W pierwszej kolejnosci nalezy opisaé sygnat za pomoca wzoru.
0 dla t € (—o0;0)
ft) = (3.7)
A-emvt dlat e (0;00)
Transformate Fouriera obliczamy ze wzoru:
o0
Flw) = / F() - e 7t dt (3.8)
—0o0

Podstawiamy do wzoru na transformate wzoér naszej funkcji:

Fw) = [ (0 dt =
0 0o
= / 0-e 7wt qt + / A.e @t gmrwl g —
—00 0
0 00
:/ 0-dt+/ A-e @t egmret gy =
—00 0
0
B / A-e ¥t eIt gt =
0
=A- /OO et gt —
0

= lim A- e (atyw)t gy

T—00 0
z =—(a+j)-w)-t
={dz =—(a+j-w)-dt =
S
dt = @) dz
T 1
=lmA- | &€ ———-dz=
e Sy W)
1 T
=A —— . lim e’ dz=
“(at W) oy
1
=A — - lim €°[) =
“a+yw) o
= 4 Clim e (etrw)t]” =
atgw) :
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= 7( n . ILm (67(0‘4’]""})'7— — 6*(0,%*]-(4})‘0) =
—(a 7w T—00

= 4 - lim (ef(aﬂ"”)'T — 60) =
“lat W) ok

S A (T ) =
“atgw) T
A
= '(lime(“ﬂ”)T—l):
—(a+j-w) T—00
A : aT+jwT
= . (hm e JT 1) =
—(a+j-w) T—00
A . a7 w-T
= . (hm e edYT — 1) =
Tt s
A | s
:7‘(111116(17- lim 7% 1>:
—(a+j-w) T—>00 T—>00
= A (O- lim e/ 1) =
“lat g VT
A
—(a+7-w)
B A
B a+j-w
Transformata sygnatu f(t) to F(yw) = ﬁ.

Wyznaczmy jawnie czes¢ rzeczywista i urojona transformaty:

P =) ™

LA e
(a+y-w) (a—7-w)
A-(a—jg-w)
(a®+w?)
A-a A-w

- (a2 + w?) A (a2 + w?)

Widmo amplitudowe obliczamy ze wzoru:
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Widmo aplitudowe sygnalu rzeczywistego jest zawsze parzyste.

Widmo fazowe obliczamy ze wzoru:

Im{F (JW)}) _
Re{F(jw)}

((wzfﬁ;ﬂé)))
= arctg yanywan vl I
(i)
—A-w (a2 +w?)
:arctg<(a2+w2). e ):

w
= arctg (—)
a

D(w) = arcty(

Widmo fazowe sygnalu rzeczywistego jest zawsze nieparzyste.
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Zadanie 3. Oblicz transformate Fouriera sygnatu f(t) przedstawionego na rysunku.

f(t)

A |

—to to

W pierwszej kolejnosci opiszmy sygnal za pomoca sygnatéw elementarnych:

£ = A-AG) (39

Transformate Fouriera obliczamy ze wzoru:

Flw) = / T ) et e (3.10)

—0o0
Do obliczenia calki potrzebujemy jawnej postaci réwnan opisujacych proste na odcinkach (—tg,0)
oraz (0,tp).

Ogodlne réownanie prostej to:

f&)=m-t+b (3.11)
Dla pierwszego zakresu warto$ci ¢ wykres funkcji jest prosta przechodzaca przez dwa punkty:
(—to,0) oraz (0, A). Mozemy wiec napisa¢ uklad rownan, rozwiazaé go i wyznaczy¢ parametry prostej

mib.

I
T 3

——
Sl > o Sl
I

Iy

Roéwnianie prostej dla t z zakresu (—tp,0) to:

f(t):;‘;-HA

Dla drugiego zakresu wartosci ¢t wykres funkcji jest prosta przechodzaca przez dwa punkty: (0, A)

oraz (tg,0). Mozemy wiec napisa¢ uklad réwnan, rozwiazaé go i wyznaczy¢ parametry prostej m i b.
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Roéwnianie prostej dla t z zakresu (0, tg) to

f(t):—:-HA

Podsumowujac, sygnal f(¢) mozemy opisa¢ jako funkcje przedzialowa:

dla t € (—o0; —tp)
A
t £.¢64 A dla t € (—tp;0)
f) =AM =4
0 —g‘t—i-A dla t € (0;tp)
0 dla t € (tp; 0)
Podstawiamy do wzoru na transformate wzor naszej funkcji:
Fowy = [~ 50yt di =
—to 0 A
:/ Q.G*J'W‘t.dt_}_/ (-t+A> e Twt g —
—0o0 —to 750
to A fe'e)
+/ (—.t+A> ceTIWt L dt 0-e vt . dt =
to
—to 0
_/ 0dt+/ Ay et dt+ [ A-e 79t dt =
to 0 —to
A —Jw-t ‘w-t o
+/ ——t-e T dt + Ae] -dt + 0-dt=
0 tO to

A 0
:0+—-/ t-e_]'”'t-dt+A~/ eIt dt =
to J—to —to

A to to
_ . t~e_3"“'t-dt+A-/ eIVt L dt +0 =

to Jo 0
_ {u =t dv =eT¥t. (¢ } _
= B o (=

du =dt v = %€ Jw
0 0

= é . t . 1 . e—]‘UJ't _ / 1 . e_J'UJ't . dt —

tO _..7 tw —to —to _-.7 s W
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to -7 w
to
A ( ) _
-] w 0
= A (0 e 0 _ (—tp) 1 cerw(=to) 4 1 ( 1 e Iwt ’ )) =
to —J)w Jw\—Jw —to

_].w
t
_é t N e Twto _ (. gmrw0 1 1 —ywrt| -
to —J Jrw\ —Jw 0
+ A . ( —Jw-to 6—]0.)0) _
_].w
_A.<()_t0 L el wto 1 (e 7-w-0 e—Jw(—to))>
to 7w 7?2 w?
_i.(l_ejw'to):
Jw
_é (to 1 e—Iwto ) _ 1 (e—JUJtO e—Jw0)>_
to 7w 2 w2
_ i . (e*J'w to 1) —
Jw
:_i.ej'wto A + A .edwito A + A Cedwito —
7w to- g2 -w?  to- g w? Jw o gw
LA et —gwrto 4 4 e, A
]-w tO-]Q-wz t0¢]2¢w2 ]-w j-w
2-A A
_ . J-w-to —7w-to —_
= to-j2-w2+to-]2-w2 (e +e )
2-A A

_ _ .| pJw-to —Jwito) —
T to-w?  tg-w? (e te )_

— {Cos(m) — %} —

2-A 2-A (w- 1)
= — +COS(W - =
to-w2 to-w2 0

2-A

= —— - (1—cos(w-tyg)) =

B {sinQ(:c) =11 cos(2- a:)} _

cos(2-x) =1—2-sin?(x)

:75:::;-(1—1—1—2-52'712( ;0)):
_ m-sm?(“’;o) _
= 12%_‘520 . sz(w';o) =
1
_ {si?’;(ac) _ Sa(x)} _
=A to-SaQ(W 750)
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Transformata sygnatu f(t) = A - A(%) to Fjw) = A -t - SGZ(UJTto)'
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Zadanie 4. Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) przedstawionego na rysunku oraz narysuj

jego widmo amplitudowe i fazowe.

f(t)
A k.
N o -Fi
—A /’/’

Sygnal f(t) mozemy opisaé jako funkcje przedziatowa:

0 dla t € (—o0;0)
1) = (3.13)

e . sin(wp-t) dlat e (0;00)

Transformate Fouriera obliczamy ze wzoru:

F(jw) / ft)-e 7%t qt (3.14)

Podstawiamy do wzoru na transformate wzér naszej funkcji:

oo
Fow) = [ f(t)- et at =
—/ 0-e7wt. dt—i—/ sin(wo -t) e 7Yt dt =
{szn(a:) = %}

0 [e%s) e}w(yt _ e—]w(yt
= / 0-dt+ / et ceTTwt Lt =

oo 0 2.9

1 T T
=0+ lim — / et grwot  gmrwt gy / et emIwolt oWt gt ) =
T—00 92 . 7 0

— 1 im 1 (/T el—atywo—gw)t gy /T e(—a—jwo—gw)t dt) =
— 00 ] 0

z = (-atjw—gwt w = (-a-jw—j)w-t
=dz = (—a+j)-wp—jg-w)-dt dw = (—a—)-wy—7-w)-dtp=
it = 1 g @ = 1 gy

(—a+ywo—yw) (—a—ywo—yw)

: T z dz . 1 T w d’LU
= lim — e’ - — lim — eV - =
7= 27 Jo (ma+jg-wo—g-w) 72227/ (ma—7-wo—7w)

1 T 1 T
= - lim e -dz — - lim eV - dw =
2](_a_|_jw0_jw) T—r00 0 2](_Q—JWO—]W) T—00 0
1 1
— 1 Z|T 1 w —
T Cats W AR T T T e ey Ao =
1

= - lim e(fa“'wofj'”)'t’T—i-
2](—CL+]W0—jW) T—00
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1 . (—a—jgwo—gw)t|”
— - lim e(memgwo—gw)t
2](—(1—]600—]00) T—00 0
1

— . lim (6(—a+1~wo—y-w)~7 _ 6(—a+J~wo—J~w)~0) +
2](_&+]w0_]w) T—00

o 1 . lim (e(—a—j'wo—]w)ﬂ' o e(—a—]~w0—j~w)~0) _
2](—(1—](/.)0—]&)) T—00
1
= . (lim (e_‘” . e(j'wo_j'w)'T) — lim 1) +
2-9-(—a+7-wp—7-w) ‘T 00
- ! . (lim (e_‘” : e(_]'wo_]'w)’T) — lim 1) =
2-3.(—(1—]-&)0—].(,‘)) T—00 T—00
- 1 N
— ! . (lim (e7T) . lim elTrwo—yw)T 1) =
2-3'(—a—]-w0—]-w) T—00 T—00
1
= (0. lim eUwo—rw)™ _q
_ 1 : (0. lim e(—rwo—sw)T _ 1) —
—1 1

J(—a+gwo—g-w) 2y (—a—jwo—jw)
—2-y(ca—jgw—gw)+2-y-(-atjw —jw _
g (ma+jw—gw -2y (—a—g-w—g-w)
2-7-a+2- % w+2-72 w—-23-a+2-% w—-2-7w _

4.2 (a2+a-3-wo+a-g-w—a-g-wp—3 wWi—p wowta-gw+tiZowwtg?ow?)

4'12'w0 -
4-92-(a2+2-a-)-w—32 Wi +2 w?)
a?+2-a-7 w+wi —w?
W+ (a2+2-a 7 w—w?)
wo
wi + (a+7 w)?

Transformata sygnatu f(t) to F(jw) =

wo
wi+(atyw)?”
Widmo amplitudowe obliczamy ze wzoru:

M(w) = [F(jw)| =
wo
Wi+ (a+y w)?
wo
Wta?+2-a-7-w+(g-w)?
wo

wita?+2-a ) w—w?

_ wo ’

| —w?+al+)-2-aw

_ _ l=ll _

=

_ |wol _
wg —w?+a?+7-2-a-w|

21
22
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Widmo aplitudowe sygnatu rzeczywistego jest zawsze parzyste.

Widmo fazowe obliczamy ze wzoru:

wo
®(w) = arg wg—i—(a—l-]-w)Q) —

:arg(wo)—arg(wg—w2+a2+]-2-a~w) =
= {arg (a+7-b) :arctg(g)} =

; <0) ; ( 2-a-w )
=arctg| — | —arctg | ———— | =

g wo g wd — w? + a?

tg (0) ; ( 2-a-w >
= arc —arctg | ——-——= | =
g g wd — w? + a?

0 y ( 2-a-w )
=0—arc —_— | =
g wd — w? + a?

; ( 2-a-w )
= —arc = - =
g wd — w? + a?
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vol3

w
Nwo i i

Widmo fazowe sygnatu rzeczywistego jest zawsze nieparzyste.
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Zadanie 5. Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) przedstawionego na rysunku oraz narysuj

jego widmo amplitudowe i fazowe.

W pierwszej kolejnosci opiszmy sygnal za pomoca sygnatéw elementarnych:

Ft)=A-6(t—tg) — A-5(t+to) (3.15)

Transformate Fouriera obliczamy ze wzoru:

Flw) = /_ O:O F(t) - e 7t dt (3.16)

Podstawiamy do wzoru na transformate wzoér naszej funkcji:

Flu) = [ 5t et de =

=/ (A-0(t—tg) — A-8(t+1t)) - e 7" - dt =

—0o0

= / A-8(t—ty) - e 7t dt — / A-0(t+tg) et dt =
=A- / S(t—tg)-e 7Vt dt — A- / S(t+tg)-e7Wt . dt =
= {J2 6t —to) - f(t) - dt = [(t0) } =
LAt g gmre(oto) _
=A.e7Wh AWl =
= A . (e_J'W'tO _ e]'w't0> —
—A. (_e]-w.to + e—]-w-to) _
—— (ej'w'to _ e—]-w-to> —
_ 2.9

_ _A. Jwito Jwito) 2 J —_
=—-A (e e ) N

e]'w.to — e_.]'w'to

J 2.

= {sin(e) = 225222} =
=-2-7- A sin(w-tg)

Transformata sygnalu f(t) = A-6(t —to) — A-d(t +tp) to F(jw) = —=2-7- A - sin(w - to).
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Narysujmy widmo sygnatu f(t) = A-6(t —tg) — A-0(t + to) czyli:

F(w)=-2-7-A"sin(w - o) (3.17)
F(y-w)
2-9-A
w
4 ™ _T 2 T 4
7 “[to 1 to 0 t 0 to
2.5 A

Widmo amplitudowe obliczamy ze wzoru:

M(w) = [F(j - w)|

= (=2 A sin(w - tg))?
= \/4 < A2 - sin?(w - tg)
=2-A-|sin(w-ty)]

M(w)
2-A
w
4r 3m 2 T T2 3r 4«
to to to to to to to to

Widmo fazowe obliczamy ze wzoru:

®(w) = arctg (Im{F(j ' w)})

- Re{F (- )} (3.18)
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D (w)
us
2
w
dr 3 2¢ o« L
to to to to - to to to to
2

177
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Zadanie 6. Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) przedstawionego na rysunku oraz narysuj

jego widmo amplitudowe i fazowe.

f(t)
A

i\/\/i t

0 te (—OO; —to)
f(t)=qA-cos (32 -t) te(~toto) (3.19)
0 t € (to; 00)

Transformate Fouriera obliczamy ze wzoru:

Flw) = / TR et (3.20)

—00

Podstawiamy do wzoru na transformate wzor naszej funkcji:

F(yw) / f(t)-e 7wt dt =

—to to 2 o0
= / 0-e 79t dt + / A - cos (: . t> ce Tt L dE + 0-e 7wt . dt =
—to 0

— oo to

JT Y o—JT
— {COS(.’I:) — %} =
J~24r t, -3
t To

e et gy [0l dt=
2 o

i 7r
/ ’ ( ) tO + 6_]30't> ceTTwt gt +0=
to

2w
2Lt — 9w
]to e]wt+eJtO 'CJUJt)'dt:

—to
- / 0-dt+ [ A

to
to
—to

LA

2

/to <]2“t pwt e]-fg-tywt) dt —
to

0 77“} eiJ(%er) .t> - dt =

—to

\D> w\::> wmwm O

.
SR
[
<
.
IS
&
<y
~
|
-
3
N
[\&)

—— N
3 b
o NN

N
B
|
~——
o~
N
)
|
|
<
A
N
5
+
€
~——
~
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A to 1 to 1
:E‘ /toeﬂ.J'(%g—w).d21+»/t0622._j,(%§+w>.dZ2):
:é (2: ) /t: et - dz + (217r+ ) /t: 22 sz) _
J\3p — W —to - (F+w —to
A 1 1
=3 ]'(%*W) 61|t_0t0+7 (%g+w),€zz|t_oto):
_4 ! J'(%ﬁ_”) |* 1 = (?*W“’)ﬂf ) ) -
2 (5 -) 0 —to+_.7 (3 +w) 0 i
= é 1 A (%—w)to 1 <3g—w)~(—to)> n
>\ (B -w) g
+ (27r " ) . (e_J(Q;“—i-w) ‘to _ e—}(%—g—‘rw) (—t0)>) _
5 (E+w
ST et
0
e o).
+ -le 0 e \to _
= (2 +w) (
- g . (]- (30: w) (e] <%w)'to —e’ (%*w) m) +
1 7 (%i-&-w).to _].(’;Lrw) to)) B
+ 0 —e 0 _
7 (Z +w) (
A O 1 j'(%_w)'to - (f—o—w) to) 2
:5- ]<%l_w) (e —e ) §+
0
ey ((E ) )
“\to
_A 2 ¢’ (%_w) o e’ (%_w) o 2 ¢ (%O—H*J) to —J'(%“’J) o _
=3 (=) T +(%§+w> o _

to E
A 2 -1 ((27‘( > t)—i— 2 -1 <<7T+ ) t)
= — sin w ) - to sin|{—+w)-t)| =
(g (G g (G
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é (z.to.sm«%_w)'m) +2.t0.8m((%§+“)'t°>) _

2—”—w)-t0 (%‘Fw)'to

Il
=
n
IS
~~
8
S—
I

2
Bl
&
——
Il

|

(rtonse (5 ) ) v2otonse (5] ) -
tor (50 (5 =) 1) w0 (5 #4) )
(

Transformata sygnatu f(t) to F(yjw) = A -t - ( a (— - w) ) + Sa ((% +w> 't0)>.
Narysujmy widmo sygnalu f(¢ czyli:

F(jw)=A-tg- (Sa ((i: —w) -to> + Sa ((i: —l—w) 't())) (3.21)

F(y-w)
A -ty
A ~ Ao
VY% Vo
to to
—A -t

Widmo amplitudowe obliczamy ze wzoru:

M(w) =|F(j - w)| (3.22)
F(y-w)
A-to
- o )

Widmo aplitudowe sygnalu rzeczywistego jest zawsze parzyste.

Widmo fazowe obliczamy ze wzoru:

®(w) = arctg (W) (3.23)
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D (w)
T f— R R
4r 3r 2n LT T 2 3m 4x
to to to to to to to to
— — —A =T

Widmo fazowe sygnatu rzeczywistego jest zawsze nieparzyste.
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Zadanie 7. Oblicz transformate Fouriera sygnatu f(t) przedstawionego na rysunku.

f(@)
A
t
—to to
Transformate Fouriera obliczamy ze wzoru:
o0
F(w) = / F() - et d (3.24)
—0o0

Do obliczenia calki potrzebujemy jawnej postaci réwnan opisujacych proste na odcinkach (—tg, 0)
oraz (0,tp).

Ogdlne réwnanie prostej to:

FO) =m-t+b (3.25)

Dla pierwszego zakresu warto$ci ¢ wykres funkcji jest prosta przechodzaca przez dwa punkty:
(—to, A) oraz (0,0). Mozemy wiec napisa¢ uklad réownan, rozwiazaé go i wyznaczy¢ parametry prostej

m ib.

Roéwnianie prostej dla t z zakresu (—tp,0) to:

)= -2t

-
Dla drugiego zakresu wartosci ¢ wykres funkcji jest prosta przechodzaca przez dwa punkty: (0,0)

oraz (tp, A). Mozemy wiec napisa¢ uktad réwnan, rozwiazaé¢ go i wyznaczy¢ parametry prostej m i b.
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A=m-tg+b
0=m-0+0

A=m-tg+b

—l— T —/
o
|

Roéwnianie prostej dla t z zakresu (0, tg) to:

A=m-tg+0
0—
A
o M
0="0
A
f(t):t*'t
0

Podsumowujac, sygnal f(¢) mozemy opisa¢ jako funkcje przedzialowa:

0 dla te

A
—£.¢ dla te

FHy =41
0 dla te

(—o0; —to)
(—t0;0)
(05t0)

(to; 00)

Podstawiamy do wzoru na transformate wzoér naszej funkcji:

Flp) = [ 5y e 7t de =

—to 0 A
= / O . e—j'UJ't . dt + / <_ . t) . e—]'W't . dt =
—o0 —to \ o

to A o0
+ / — .t 6_J'w't - dt + 0- 6_J'w't . dt =
0

to

to

Ztee Wt dt =

—to 0 A
= / 0-dt— /
—00 —to tO

toA o0
+/ —tee Wttt + [ 0-dt =
o to

A 0 A
:0——-/ toeTWt a4+ =

tO —to

Ju =t dv
du =dt v

A ( 1
— . t .e
to -7 w

A < 1
+7' t e
to -7 w

—jw-t

to

to

=eIwl. dt

1 —jwt -
—Jw € }

0 /0 1
—to —tg —J "W

—Jw-t
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to
/ t-e 7Yt dt+0=
0

Lo It dt) =

t t
0_/0 L et g =
0 0o —Jw

(3.26)
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0
= A 0-e 740 — (—t) 1 e~ rwi(=to) 4 1 L e Iwt +
to -] w Jw\ g w —to
t
to -] w Jw \—J)w 0
A 1
= .(0-t Jw-to —w0 Jw-(=to) >
lo < " w ‘ 7 w? ( ‘ ) "

- - T
_A4, (to 1 e Iwto 1 5 (e—ywto 1)) -

to Jrw 2w

A 1 A 1
— ity — L edwilo 4 20 1 —yw-(—to)

to 0 gw ¢ +to ]2'w2( ¢ )+
—é-to'i e~ Jwio é 21 2(—Jwto 1):

to Jw lo J°-w
A e A e,

7w 7w

A 1 A 1

= _pyw(=to)) _ 2, —ywito
+t0 72 w? <1 ) to 72 w2< 1)

J
+é. 1 4 1 .e—Jw-(—to)_é. 1 .e—J-w'to_i_é. b
to -wr to p2w? to ) w? to J?w?
_ 24 (ej'wto _ e—J'W't()) +
2w
+ é . # é . 1 _ é . 1 . ej-w-to . é . 1 . e*]'w'to _
to ;rw? to Pw? tp pPw? to J* - w?
2.4 etwto _ g—gwto
== o
A 1 A 1
9. - . _—- . L etwto 4 gmrwito) —
P FE T e (e

2.4 elwto _ g—3wio
w 2.9

A 1 2

- . _ 2. (erwio —Jw-to —
+t0 e <2 5 (e +e ))

2.4 ej~w-t0 _ e—j~w~t0

w 2.9

A 1 J-w-to —J-w-to
T 'G‘”e T >:

+

2.2 2
. 7T __ —9T
_ {szn (x) = &5 } _
I
cos (x) = 5
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2 A 1
= — szn(w-to)-i-%-ﬁ w2-(2—2-cos(w-to)):

2. . A 1 1 1
:wSZn(wtO)“‘tON4(2—2COS(WtO)> =

=—— sin(w-ty) + —— - Sin §‘w't0 =

w to 2w
2.4 to . A 4t ,2(1 )
" tosm(w O)+t0 RS sin” { 3 0
sin (w - to) 4 , 2(1 )
=2 Aty — L 4+ Aty — . —w- -ty | =
0 to - w + 0 —1-w? -t} s rwrto
B sin (w - to) -1 5/1 B
_2At0t07w+Atoth(2)Sln §wt0 —
4
2 (1
to - w (Lto
2
2
(1
; -t sin(s-w-ty
o Agy W)y 1<2> _

= {Sa(a) = =m0} =
1
:2-A-t0-Sa(w-to)—A-to-Sa2 (2'W't0>

Transformata sygnatu f(t) to F(jw) =2-A-ty-Sa(w-tg) — A -tg- Sa> (% ‘w - to).
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Zadanie 8. Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) przedstawionego na rysunku oraz narysuj

jego widmo amplitudowe i fazowe.

f@)
A
t
—lo to
te (—OO7 —to)
A
A+ A te(—t0
fey=9" ~10:0) (3.27)
0 t € (to; 00)
Transformate Fouriera obliczamy ze wzoru:
o0
F(w) = / F() - et dt (3.28)
—0o0
Podstawiamy do wzoru na transformate wzor naszej funkcji:
F(yw) / f(t)-e 7wt dt =
—to t() o0
:/ 0-erwt. dt+/ ( t+A> eIt dt+/ e Ietdt+ [ 0-e It dt =
to to
—to 0 t() fe')
—/ Odt+/ —tee Wt [ A e’J'”'t-dt—k/ —-zt-(fﬂ'“J't-cltJr 0-dt =
to to —to o o to
0 A to
—-/ teoe Wt dt+A/ *J‘w‘t-dt+—-/ t-e IVt dt =
to J—to to Jo

—w

A 1 0 o1
==.[¢- Lo Jwit +/ —— eIwt g |+
: —to —tg —J "W
t
+é <t L e +/0 e It dt)

0
= A . ((0 L e 790 4t 1 . e—]‘w'(—t0)> + L / e Wt dt) +
to -] w -] w =] w J—t

0
+A- / e It dt+
—to

) =t dv =eI¥t.qt B
du =dt v —L.eJwt

186 24 wrzesnia 2020



Tomasz Grajek, Krzysztof Wegner Teoria Sygnaléw w zadaniach

t
4 é . ((to . 1 e dwto . 1 . eJ-w-0> 4 1 . / ’ A dt> =
to —J-w —J-w —J-w Jo

z =—7-w-t
=qdz =—j-w-dt,=
__  d
dt —_fw

—to -] W
A 1 1 to d
(e p Ey . B
to —J-w -] -w Jo -] W
A 1 1 0
=— (to elwto 4 . / e? dz>+
to -] w =)W —J-w Jg
1 0
+ A / e” - dz+
A 1 1 1 to
+ = (to *JWtO_'_ . / ez.dz):
to -] w 7w —3-w Jo
A 1 w-t 0
Tl (to —-J w'ew OJr—1 Z‘GZ‘_“’)JF
1 0
*A‘m'eﬂ—to*
A 1 -

p— A . L . ei.j.w.t‘ _'_
7w —to
A 1 to
Z ¢ . ,—Jwto —Jw-t > —
+ to ( 0 —7-w + —1-w? 0

1
_A. o (60 _ ea-w-to> +
o )-
- t/; ‘to -] w Rt i . —11‘w2 (1 - ew.to) +

1
—A (1= ereto) +
+71:(1) o —J]-w thO—i_::(l)'—lle (ei]uto 1)
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A

A
— _ T prwto _ (1= J-w-to
Jw ¢ to - w? ( ¢ ) +
— 714 + 7A . eJ'w't0_|_
Jrw g w
_ A —Jyw-to A . (e*Jw to 1)
] w to w?
= A A e]'w'tO A
t() w2 t() -w2 Jw
DA e A e, A
J-w to - w2 to - w?
_ A Jwito _ A . e_J'W'tO . A . A e—J'w'to _
to - w? to - w? 1w )w
A
— . Jwito _ —jwito) _ —Jgwio) —
_to.wz (6 € ) Jw(1+e )
A-2. Jwto _ o—Jwio A
= J . ¢ ¢ _ (1 + efj-w-t()) —
to - w? 2.9 7w
= {sin (z) = %} =
2-A A
=97 ——— - 51 -t .22 (1 —Jw-to
P sin(wte) g (e )

Transformata sygnatu f(t) to F(jw) = csin (w - tg) + 7 4 (1+ e7rwo),

Narysujmy widmo amplitudowe sygnatu f ( ) czyh.

M (w) = [F(3w)] (3.29)

Podstawmy wzér na obliczong transformate Fouriera.

M (w) = |F(w)| =
2-A
I - J-w-to
_‘j o sin (w - to) + 7 (1+6 )
—{e”—cos( )+ - sin( )}
2-A A ,
= j-tO'WQ-sm(w-to)—kj-w(1+cos(—w~t0)+j-szn(—w‘to))’:
2-A A .
= j-W‘sm(w-to)—i-j'w(1+cos(w-t0)—j-sm(w-to))’:
= 2-4 sin (w - to) + é—i— 4 cos (w - tg) — A sin (w-tg)| =
=0 e o)+ =+ 0) =7 =" 0)| =
= (Z.A sin (w t)%—é—l—é cos (w t))—l—A sin (w - to)| =
-V to - w? VT W 0 w o) =
A 2-A A
== sin(w-to) +7- ( 2 - sin (w - to)—I—w-(l—l-cos(w-to)))’:
A
= -<szn w-to) + ( -sin(w-tg) + 1+ cos (w - to))>’:
w
A
= ‘ sin (w-tg) + ( ~sin (w-to) + 14 cos (w - to)) =
w
A 2
= — y/sin? (w-to) + ( - sin (w - tg) + 1+ cos (w - t0)>
jw] to-w
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Wyznaczmy gdzie znajduja sie miejsca zerowe modutu transformaty Fouriera

!w\

-sin(w-tg) + 1+ cos (w - to) —()||

M(u)):A-\/SinQ(w-to)—i-(to2

@l W

2
\/sinQ(w-t0)+(t ~sin(w-tg) + 1+ cos (w - to) =0

0w

2
sin2 (w-to) + <t ~sin (w-to) + 14 cos (w - to)) =0

0" W

Suma kwadratéw moze by¢ réwna zero wtedy i tylko wtedy gdy oba czynniki sa réwne zero a wiec:

oraz

2) 2
( ‘sin(w-to)—l-l-i-cos(w-to)) =0
to'w

2
- sin (w-tg) + 14 cos (w-tg) =0
to %
1+ cos(x) =2 cos? (%)
Sa (CC) _ sin(z)

T

2-Sa(w-t) +2 - cos® <th0) =0

Ponownie suma funkcji moze byé¢ zerem wtedy i tylko wtedy gdy obie sa réwne zero a wiec

2-Sa(w-t) =0
Sa(w-tg) =0
Sa(w-tg) = Sa(m- k)
w-tg=m-k
w:%-k’
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w-to
2 - cos* =0
o (451)
=0
cos( 5 >
w~t0
=0
cos( 5 )
(552) =eor (5 7%)
cos =cos| -+
2 2
w-t() ™
- — -k
5 2—|—7r
w-tg=m+2-7-k
T+2 -7k
w=———
to

A wiec ostatecznie miejsca zerowa znajduja sie w miejscach: w = %{;’T"“A wiec widmo amplitudowe

wyglada nastepujaco

3 Iz s 3
to to to to

Widmo aplitudowe sygnatu rzeczywistego jest zawsze parzyste.

Widmo fazowe obliczamy ze wzoru:

Im{F(J‘W)}) (3.30)

®(w) = arctg <R€{F(] o)}
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RN
AN o w

_3m - 3
to to 4 tph
- w

Widmo fazowe sygnalu rzeczywistego jest zawsze nieparzyste.
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3.2 Wykorzystanie twierdzen do obliczen transformaty Fouriera

Zadanie 1. Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) przedstawionego na rysunku wykorzy-

stujac twierdzenia opisujace wlasciwosci transformacji Fouriera. Wykorzystaj informacje o tym, ze

F{II(t)} = Sa (%) oraz F{A(t)} = Sa? (%).

f(t)
A

—to to

W pierwszej kolejnosci opiszmy sygnal za pomoca sygnatéw elementarnych:

0= (%) 4 (1)

Poniewaz transformacja Fouriera jest przeksztatceniem liniowym, dlatego mozna wyznaczy¢ osobno

transformaty poszczegdlnych sygnaldow elementarnych, czyli:

f(&) =A-(f1(t) — fa(1)) (3.32)

gdzie:

Wyznaczmy transformte sygnatu fi(t), czyli Fi(jw).
Z tresci zadania wiemy, ze: F{IL(t)} = Sa (¥).

Wykorzystujac twierdzenie o zmianie skali mamy:

otrzymujemy:
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t
21y

M(——) 52ty Sa(w-ty)

Transformata sygnatu f(¢) to:

Fl(jw) = f{fl(t)} =2- t() . Sa (w . to)

Wyznaczmy transformte sygnatu fo(t), czyli Fo(jw).
Z tresci zadania wiemy, ze: F{A(t)} = Sa® (%).

Wykorzystujac twierdzenie o zmianie skali:

g(t) T G(w)

otrzymujemy:

to .

t t
A(*) — g Sa2 (w 0)

to 2

Transformata sygnatu fa(t) to:

Fy(pw) = F{fa()} = to - Sa? (“’ ;0)

Czyli transformata sygnatu f(t) to:

Flw) = F{f(t)} = A- (2-t0-Sa(w-t0)—to-Sa2<

(3.33)

(3.34)

w-tg

Transformata sygnatu f(t) = A-1I (ﬁ) —A-A(%) to F(jw) = 2-A-tg-Sa (w - tg) — A-tg-Sa? (“22).
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Zadanie 2. Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) przedstawionego na rysunku wykorzy-
stujac twierdzenia opisujace wlasciwosci transformacji Fouriera. Wykorzystaj informacje o tym, ze

F{II(t)} = Sa (%). Podaj co najmniej 2 sposoby opisu sygnatu f(t).

f(t)
2

W pierwszej kolejnosci opiszmy sygnal za pomoca sygnatéw elementarnych:

F(t)=2-T1 (i) _m <;> (3.35)

Poniewaz transformacja Fouriera jest przeksztatceniem liniowym, dlatego mozna wyznaczy¢ osobno

transformaty poszczegdlnych sygnaléw elementarnych, czyli:

f(t) =2 f(t) = f2(t) (3.36)

gdzie:

Wyznaczmy transformte sygnatu fi(t), czyli Fi(jw).
Z tresci zadania wiemy, ze: F{II(t)} = Sa (%).

Wykorzystujac twierdzenie o zmianie skali mamy:

9(t) T G(w)

filt) = gla- 1) 5 Filw) = 11 GO2)

otrzymujemy:
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Transformata sygnatu f;(¢) to:

Fi(w) = F{A(0)} = 4-Sa (2 w) (3.37)

Wyznaczmy transformte sygnatu fo(t), czyli Fo(jw).
Z tresci zadania wiemy, ze: F{IL(t)} = Sa (%¥).

Wykorzystujac twierdzenie o zmianie skali:

ult) = gl ) T Fa) = o0 GG

otrzymujemy:

H@)Z;5a<2>

n@)fwa.sa<é>

2

() £2- Sa (“57)

Iu%)fﬂ.sa@)
Transformata sygnatu fa(t) to:

Fy(w) = F{fa(t)} =2 Sa(w) (3.38)

Czyli transformata sygnatu f(t) to:

Fw)=F{f{t)} =2-(4-5Sa(2-w)) —2-Sa(w)=8-Sa(2-w)—2-Sa(w)

Transformata sygnatu f(t) =2 I () =TI (%) to F(jw) =8 Sa(2-w) — 2+ Sa (w).

Inne mozliwosci opisu sygnat f(t) za pomoca sygnaléw elementarnych:

n(g)en(e=g) e ()

r0-n(g)ran(i-gran(es)
SPOSOB II:

Rozwazmy nastepujacy opis sygnatu f(t) za pomoca sygnaléw elementarnych:

~

—~
~

N—
I
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t 3 3
t)y=1{ - mit—= mit+ =
so=n(g)+n(e-3)rn(e+3)
Poniewaz transformacja Fouriera jest przeksztatceniem liniowym, dlatego mozna wyznaczy¢ osobno
transformaty poszczegdlnych sygnaldow elementarnych, czyli:

f(t) = f(t) + f2(t) + f3(2)
gdzie:

folt) =TI (t _ 3)

2
3
fa(t) =TI (t + 2)
Wyznaczmy transformte sygnatu fi(t), czyli Fi(jw).
Z tresci zadania wiemy, ze: F{IL(t)} = Sa (¥).
Wykorzystujac twierdzenie o zmianie skali mamy:
f
g(t) = G(w)
F 1 w
h®) =gla-t) = F(w) =7 G(=)
|al o
otrzymujemy:
I1(¢t) 7, Sa (;)
t. r 1 T
nl . Salx
@~ B ¢ ( 2 )
1
t. r w-4
IT 4-Sa|—
(7 D150 (257)
t
H(Z) 254 Sa (2-w)

Transformata sygnatu fi(¢) to:

Fi(w) = F{A{)} =4-5a(2-w)
Wyznaczmy transformte sygnatu fa(t), czyli Fo(jw).
Z tresci zadania wiemy, ze: F{IL(t)} = Sa (¥).

(3.39)
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Wykorzystujac twierdzenie o przesunieciu w dziedzinie czasu:

g(t) T G(w)

fa(t) = g(t —to) £> Fy(w) = G(yw) - e~ Iwto

otrzymujemy:

Transformata sygnatu fa(¢) to:

Fa(w) = F{(0)) = Sa (5 ) -7 (3.40)

Wyznaczmy transformte sygnatu f3(t), czyli F3(jw).
Z tresci zadania wiemy, ze: F{IIL(t)} = Sa (¥).

Wykorzystujac twierdzenie o przesunieciu w dziedzinie czasu:

g(t) T G(w)

£3(t) = gt — to) T Fy(jw) = G(jw) - e 7«10

otrzymujemy:

1(t) L Sa (“2”)
1(e+3) DHsa(3) - erlh
I <t + g) £,Sa (;) el

Transformata sygnalu f3(¢) to:

Fulw) = F(sa(0)) = Sa (5 ) - e (3.41)

Czyli transformata sygnatu f(t) to:

F(w)=F{f(t)} =4-Sa(2-w)+ Sa ) 77 + Sa (w) el =

) . (e_]""‘% + e]'“"%) =

w3 w3
€Jw2+e.7w2

2

=4-Sa(2-w)+ Sa

N N
N E N E o E

N—
[\]

:4-Sa(2-w)+5a(
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Transformata sygnalu f(t) = II (£) 4+ 1I (t — %) +1II(t+ %) to F(jw) =4-Sa(2-w)+2-Sa(%)-

3
CcoS (w . 5).

Uwagi koncowe:

Rozwigzania uzyskane sposobem I i II to odpowiednio:

Fjw) =8-Sa (2 w)— 2 Sa(w)
F(]w):4'5a(2'w)+2-5’a(;>'cos<w'§>

Mozna wykazaé, ze jest to ta sama transformata (mimo, iz uzyskane réwnania opisujace transfor-

mate sa roézne).
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Zadanie 3. Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) = et przedstawionego na rysunku wyko-

rzystujac twierdzenia opisujace wlasciwosci transformacji Fouriera. Wykorzystaj informacje o tym, ze

FLAL(t)- e = A

f(t)
1

W pierwszej kolejnosci nalezy opisaé sygnat za pomoca wzoru:

el dlate (—o0;0)
F) = (3.42)
et dlate (0;00)

Oznaczmy sygnal 1(t) - e~! jako g(t):

g(t) =1(t)-e* (3.43)

Teraz sygnal f(t) mozemy wyrazi¢ jako liniowa kombinacje sygnaléw g(t) oraz g(—t):

f(t) =g(t) +9(-1) (3.44)
Poniewaz transformacja Fouriera jest przeksztatceniem liniowym, dlatego mozna wyznaczy¢ osobno
transformaty poszczegdlnych sygnatow.
Wyznaczmy transformte sygnatu g(t), czyli G(jw).

7 treéci zadania wiemy, ze:

F{A-1(t)-e '} = a:;w (3.45)

Podstawiajac A = 1 oraz a = 1 otrzymujemy wprost transformate sygnatu g(t), czyli G(yw):
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1

5w 6w

Wykorzystujac twierdzenie o zmianie skali, mozemy obliczy¢ transformate sygnatu g(—t):

1 w
t) = t) = F =—- -G@U—
f(t) =gla-1) () ol (7>
F 1
.)
9(t) 1+7w
r 1 1
1-¢7) =
g(=1-1) TR
rl 1
—t) —>—
9(=t) =7 ——
F 1
) L
g9(=1) ——
Czyli transformata sygnalu f(t) to:
1 1

F(w) = F{f(1)}

:1+j-w+1—j-w
l—g-w+1l+)w

=0, 007w
F(w) = 1_‘722.0}2
F(w) = 1 —i—2w2

Transformata sygnatu f(t) = e~ to F(jw) = 1+2w2
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Zadanie 4.  Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) przedstawionego na rysunku za pomoca

twierdzen, wiedzac ze transformata sygnatu prostokatnego g(t) = II(t) jest réwna G(jw) = Sa ().

ft)

A

A

2

A

! —l—l_

t
T 2.7 3.T

Sygnal zbudowany jest z ciagu poprzesuwanych sygnalow prostokatnych o wyktadniczo malejacej

amplitudzie.

o0 T _ .
f(t):Z;'H<t2TT>

n=0
Nasz sygnatl jest nieskonczona suma funkcji prostokatnych. Korzystajac z liniowoé¢ transformaty

fouriera

A1) D Fi(w)
f2(t) T Fy(pw)
f)=a-fit)+ 8- fo(t) T F(w) = a- Fi(jw) + 5 - Fa(w)

mozemy napisaé ze:

<A
F(w) =3 5 - Ha(w)
n=0
gdzTie H, (jw) jest transformata Fouriera odpowiednio przesunietego sygnaltu prostokatnego h,(t) =
I (t—QT—n-T
Transformata sygnatu g(t) = II(t) jest réwna G(jw) = Sa(%). Posta¢ funkcji g(t) nie jest iden-
tyczna z postacia funkcji hy,(t), funkcja rézni sie skala i przesunieciem. Zacznijmy od skali.
Wyznaczanym transformaty funkeji przeskalowanej h(t) = II (%)
7 twierdzenia o zmianie skali mamy

201 24 wrzesnia 2020



Tomasz Grajek, Krzysztof Wegner Teoria Sygnaléw w zadaniach

a wiec otrzymujemy

1
o= =
T
1 Jw
H(jw) = 1'G<1> =
T T
1 £
=—.Sa|Z | =
1
w-T
=T-5
‘ ( 2 )
T_,.
Dalej wyznaczanym transformaty funkcji przeskalowanej i przesunietej hy,(t) = IT <t_2TnT>

Korzystajac z twierdzenia o przesunigciu w dziedzinie czasu

ha(t) 25 H, ()

h(t) = hy(t — to) z, H(w) = H,(jw) - e 7wt

mozemy napisac ze:

n=0
oo
Y A s () e
o 2 2
[eS)
S A p e (ST) oot
n=0 2
[
n=0
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= Z T Sa (”) eIV AL (1 ) e—]-w~T) _
2 2
n=0
w-T L =1 "
:ATSQ(Q)@J 2'Z<2'€] )

n=0
Mozna zauwazy¢ ze suma w rozwiazaniu to szereg geometryczny. Z wzoru na sume szeregu geo-

metrycznego mamy

F(w)=A-T-Sa <°"2T> eIV E Z <; ) e_J.w.T) _
n=0

:{ ?f’:oq"=1%}=

_ATSCL<(U2>6JW€ 11

_ 1 ,—ywT
1—-35-e

N <

Ostatecznie transformata sygnatu f(¢) réwna sie:

w-T 0w T 1
F(]w):ATSCL(2>€ ) W
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Zadanie 5.  Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) przedstawionego na rysunku za pomoca

twierdzen, wiedzac ze transformata sygnatu prostokatnego g(t) = II(t) jest réwna G(jw) = Sa (%)..

f(t):A-W-sm(z-wo-t)
.
f(®)
t
—Tr —% % ™

Przepismy wzor naszej funkcji nastepujaco

2
-t
Fty =AW D) o ) =
wo-t
im (2 -wq -t
:A.COSQ(WO.Z‘;)M:
wo -t
2-sin(2-wy-t)
— A - cos? -t —
cos” (wq - t) > ot

— {50 (2) = @)} —

=A-cos®(wy-1)2-Sa(2-wy-t) =

=2-A-5Sa(2-wy-t)-cos(wp-t)-cos(wo-t)

Nasz sygnal jest iloczynem pewnej funkcji h(t) oraz cosinuséw

ft)=2-A-Sa(2-wy-t)-cos(wo-t)-cos(wy-t)=
f&)=2-A-h(t)- cos(wy-t)-cos(wp-t)

gdzie

h(t) = Sa(2-wo-t)

Wyznaczmy transformate sygnatu h(t). Z tresci zadania wiemy ze transformata sygnalu g(t) =
I (t) jest réwna G(jw) = Sa ().

Postaé funkcji g(t) nie jest identyczna z postacia funkeji h(t), funkcja rézni sie skala. Wyznaczanym
transformaty funkcji przeskalowanej h(t) = II (&)

7 twierdzenia o zmianie skali mamy
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a wiec otrzymujemy

H(jw) =

I

e I S T
n
IS

—

|

~

n

IS
A~

€
B
~

~—

. . o s . . t—L _n.T
Dalej wyznaczanym transformaty funkcji przeskalowanej i przesunietej hy,(t) = IT <2T>

Korzystajac z twierdzenia o przesunieciu w dziedzinie czasu

ha(t) 25 Hy, ()

h(t) = hn(t — to) T H(jw) = Hp(jw) - e 70

mozemy napisaé ze:

Hy(jw) = H(jw) - e/ =

=T-S8a (wéT) emrwr(3HnT)

Ostatecznie wzor na transformate sygnalu f(t) jest réwny
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o.]
= Z é T Sa ”) . e—]'W'% . e—]-w~n.T _

o
— Z T . Sa (”) . eij'w'% . é . efj'w'n'T —
2

= ZT.SQ <CL)'21—‘> .eijw% 'A. <;
w-T 0w T > /1
:ATSCL<2>€] 22<2

n
. 6]-u}-T> —

n
e—]-wT)

Mozna zauwazy¢ ze suma w rozwigzaniu to szereg geometryczny. 7Z wzoru na sume szeregu geo-

metrycznego mamy

~

Fw)=A-T- Sa <°‘)2> el Y (;
n=0

:{ ?:anzl%}:

—A-T-Sa <°‘12> eIV g

N <

Ostatecznie transformata sygnalu f(t) réwna sie:

P = A T80 (255) e

206

1—

n

1—3-e T

1
e—JwT
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Zadanie 6.  Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) przedstawionego na rysunku za pomoca

twierdzen, wiedzac ze transformata sygnatu prostokatnego g(t) = II(t) jest réwna G(jw) = Sa ().

f(t)

I
I
I
I
I
I
I
I
V4
_T __T T i

wo 2wo 2w wo

0 te(—oo, wlo)
f(t) =1 A-cos?(wp-t) te(_wl();w%)
! ve (&)

Co mozemy zapisa¢ za pomocy sygnalow elementarnych jako

t-wg

f = a1 (

> - cos® (wp - t)

™

Nasz sygnal jest iloczynem pewnej funkcji h(t) oraz cosinuséw

t~w0

ﬂt)zA.H( 2 )'“’32(010-75):

= A-h(t)-cos® (wo-t) =

gdzie

h(t) =1I <t27°:°>

Wyznaczmy transformate sygnatu h(t). Z treci zadania wiemy ze transformata sygnalu g(t) =
I1(t) jest rowna G(jw) = Sa ().
Postaé funkcji g(t) nie jest identyczna z postacia funkeji h(t), funkcja rézni sie skala. Wyznaczanym
. . . t-
transformaty funkcji przeskalowanej h(t) = II (52)
7 twierdzenia o zmianie skali mamy
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a wiec otrzymujemy

gdzie

a wiec

wo

2w w-2n
=" .8Ga |2 | =

2
:W.Sa(w.ﬂ>

wo wo

A wiec transformata sygnalu h(t) jest réwna H(jw) = i—: -Sa (w . L)

wo

Wréémy do wzoru sygnaltu i przedstawmy go nastepujaco

= A h(t) - cos® (wp - t) =
=A-h(t) cos(wp-t)-cos(wy-t)=
=A-k(t) cos(wo-t) =
gdzie
k(t) = h(t) - cos (w0 -t) =

h
= {cos (x) = 74%*2@”“} —
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elwot | g=rwort

(t)- . -

(h(t) eIt 4 R(t) - e_J'“’O't)

h
1
2
Wyznaczmy transformate sygnatu k(t). Korzystajac z twierdzenia o modulacji mamy

h(t) T H(w)

k(t) = h(t) - et Ly K(jw) = H(j (w — wo))

a wiec transformata sygnatu k(t) wynosi:

K( (H (7 (w —wo)) + H( (w+wo))) =

S
E
I

N~ N~

£

Wréémy do wzoru sygnatu f(t)

~

~—~
~~

SN—
I

=
7 N
~
€
(=)
N——
Q
QS
»
—
€
=)
-
~—
I

=
ey
o~

-cos? (wy - t) =

-cos (wo - t) - cos (wg - t) =

I
N N N
=

=
—
o~

-cos (wg - t) =

_elT4e I __
py = 225}

e].wo.t + e,J.wo.t
2

(k(t) Tt k(2 - e*J'wo-t)

I
— =
Q
o)
VA
—~

e
—

~+
S~—

CY IS S

Znajac transformate sygnalu k(t) i korzystajaé z twierdzenia o modulacji mozemy wyznaczy¢

transformate sygnatu f(t).

k(t) T K (w)
F(t) = k(t) - 7“0t T F(w) = K(5 (0 — wo))

a wiec transformata sygnalu f(t) wynosi

2
:2<7T'Sa((w—wo—wo)'W)Jrﬂ'5a<(w—wo+w0)';>+

wo wo wo 0

Fw) = 3 (B (- w0) + KO (@ +w0)) =
A
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+7T-Sa((w+wo—wg)-W>+ﬂ-5a<(w+wo+w0)-ﬂ>)
wo wo wo wo

2 \wo wo wo wo
+7T-Sa(w-ﬂ>+ﬂ'Sa((w—i-Q-wo)'W)) =

wo wo wo wo
:A<7r'Sa((w—Q-wo)'W)—l-Q-ﬂ-Sa(w-ﬂ) +

2 \wop wo wo wo
+7T-Sa((w+2~wg)-ﬂ>> =

wo wo

A-
= 7T(;S”a((cu—Z'cuo)-7T>—|—2-Sa(w-7T>—|—Sa(((,u+2-

2-wo wo wo

Ostatecznie transformata sygnalu f(¢) wynosi F'(jw) = ;_1—;; (Sa <(w —2-wp) -

210
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Zadanie 7. Oblicz transformate Fouriera sygnatu f(t) = H% przedstawionego na rysunku wyko-

rzystujac twierdzenia opisujace wlasciwosci transformacji Fouriera. Wykorzystaj informacje o tym, ze

f{e*‘”} = 1+2w2'

7 treéci zadania wiemy, ze:
2
Flelth = 3.46
ey = 2 (3.46)
Oznaczmy g(t) = e 1 oraz G(jw) = 14—%
Na podstawie twierdzenia o symetrii mozemy wyznaczy¢ nastepujaca transformate:
_F
g9(t) = G(w)
h(t) = G(t) T+ H(jw) = 2 - g(~w)
H(jw) =2m - g(—w) =
—or-e 17l =
=271 e ¥
Niestety sygnal h(t) = HLtQ nie jest réwny sygnalowi f(t) = H%’ ale:
1
£t = 5 bt (3.47)

H(jw)
F(w) = a- H(jw)

Ostatecznie otrzymujemy:
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Transformata Fouriera sygnatu f(t) = # jest réwna F(jw) =7 - e~ 1],
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Zadanie 8. Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) = Sa(wo-t) - sin(wo -t) wykorzystu-
jac twierdzenia opisujace wlasciwosci transformacji Fouriera. Wykorzystaj informacje o tym, ze

F{II(®)} = Sa (%)

f(t) = Sa(wy-t)-sin(wp-t) (3.48)
() 5 Sa (‘;) (3.49)
f(t)
A

_br _4w _ 27
wo wo wo

2n 4m 6m
wo wo wo

—A

W pierwszej kolejnosci mozna funkcje f(t) rozpisaé¢ nastepujaco:

f(t) =Sa(wo-t)-sin(wy-t) =

= {sin(a) = 2552} =
ej-wo-t _ efj-wo-t
a(wo - t) 5

. (SCL (UJO . t) Ledwot _ gq (WO . t) ) e_J.wO.t) _
_ fit) = Sa(wg-t)-erwot _
folt) = Sa(wg-t)-erwot

= ~(f1(t) = f2(1))

Nalezy zauwazy¢ iz funkcja fi(t) i fo(t) jest ztozeniem funkcji Sa i funkcji wyktadniczych.

fi(t) = Sa(wo - t) - 7“0 = g(t) - 70
fQ(t) = Sa (wo . t) . e_]'UJO't — g(t) . e_J‘WOAt

Znajac transformate sygnalu ¢(t) = Sa (wo - t) mozemy skorzystaé z twierdzenia o przesunieciu w

dziedzinie czestotliwodci.
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F(8) = g(t) - et Ly Fw) = G5 (w — wo))

Aby wyznaczy¢ transformate sygnatlu g(t) mozemy skorzystaé z twierdzenia o symetrii. Znajac

transformate H (jw) sygnalu h(t) mozna wyznaczy¢ transformate G(jw) sygnatu g(t):

Tak wiec zacznijmy od transformaty sygnalu prostokatnego h(t) = II(¢) i wyznaczymy transfor-

mate funkcji Sa.

h(t) = TI(t) 5 H(w) = Sa (‘;)

gi(t) = H(t) = Sa (;) B Gy(w) = 21 - h(—gw) = 27 - T1 (—w) = 2 - T (w)

WyznaczyliSmy transformate funkcji ¢1(¢). Jednak funkcja g;(¢) nie ma takiej samej postaci jak

funkcja g(t).

\/v\/
|

Znajac transformate funkcji g1(t) mozemy wyznaczy¢ transformate funkcji g(t) = gi(a - t) za

pomocy twierdzenia o zmianie skali.
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Tak wiec transformata sygnalu ¢g(t) = Sa (wp - t) jest réwna G(jw) = = - II (L>

wo 2-wo

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie transformaty dwéch sygnalow:

f1(t) = Sa (wp - t) - 70t
fa(t) = Sa (wg - t) - e 7ot

Korzystajac z twierdzenie o przesunieciu w dziedzinie czestotliwosci:

g(t) T G(w)
fi() = g(t) -0t T B (w) = G (w — wp))

otrzymujemy:

Fi(w) =G () (w—wo)) =
-5 ()

Fy(jw) = G (9 (w +wo)) =

:W.H<w+w0>
wo 2-wo

Ostatecznie korzystajac z liniowosci transformacji Fouriera:

f(t) D Fi(pw)
fa(t) L5 Fy(pw)

&)y =a-fi(t)+ 8- fo(t) T Flw) = a- Fi(jw) + 8 - Fa(jw)

otrzymujemy:

F(w) = Fi(w) — F2(w) =
=2y (Gn(E2) -5 n(ED)

Transformata Fouriera sygnatu f(t) = Sa (wg - t)-sin (wq - t) jest réwna F(jw) = o ( T .11 (w_wo) - .1 (%

- T] wo 2-wo wo
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Zadanie 9. Oblicz transformate Fouriera sygnatu f(t) = Sa? (wq - t) - cos (wo - t) za pomoca twier-

dzeri, wiedzac ze transformata sygnalu A(t) jest réwna Sa? ().

f(t) = Sa®(wo - t) - cos (wp - 1) (3.50)
A@)f;sa2(;) (3.51)
f(t)
A

2m 4m 6
wo wo wo

W pierwszej kolejnosci mozna funkcje f(t) rozpisaé¢ nastepujaco:

f(t) = Sa*(wg - t) - cos (wp - t) =

= {cos (z) = L”+26_J‘z} =
Jwo-t — 7wt
ZSa2(w0-t)'e +2€ =

-@JmeﬁW“+Sﬁ@Wn@ﬂwg:

Ailt) = Sa® (wo - t) - ot } _

fa(t) = Sa?(wg-t)-erwot

~(f1(t) + f2(1))

Il
N | e N N | —

Nalezy zauwazy¢ iz funkcja f1(t) i fa(t) jest zlozeniem funkcji Sa? i funkcji wykladniczych.

fi(t) = Sa? (wo - 1) - eJwot g(t) - olwort
f2(t) = Sa? (wo . t) LeTTwot — g(t) . Jwot

Znajac transformate sygnatu g(t) = Sa? (wp - t) mozemy skorzystaé z twierdzenia o przesunieciu w

dziedzinie czestotliwodci.
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F(8) = g(t) - et Ly Fw) = G5 (w — wo))

Aby wyznaczy¢ transformate sygnatlu g(t) mozemy skorzystaé z twierdzenia o symetrii. Znajac

transformate H (jw) sygnalu h(t) mozna wyznaczy¢ transformate G(jw) sygnatu g(t):

Tak wiec zacznijmy od transformaty sygnatu tréjkatnego h(t) = A(t) i wyznaczymy transformate
funkcji Sa?.

h(t) = A(t) 5 H(w) = Sa? (‘;)

g1(t) = H(t) = Sa? (;) B Gy (w) = 27 - h(w) = 27 - A (—w) = 27 - A (w)

WyznaczyliSmy transformate funkcji ¢1(¢). Jednak funkcja g;(¢) nie ma takiej samej postaci jak

funkcja g(t).

—" —
Il

Znajac transformate funkcji g1(t) mozemy wyznaczy¢ transformate funkcji g(t) = gi(a - t) za

pomocy twierdzenia o zmianie skali.
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1 w
_‘Q.MOI.Gl( )—

= {Gl(jw) =27 A(w)}

1
2 - wo T (2-w0>

2-w0

Tak wiec transformata sygnatu g(t) = Sa? (wp - t) jest réwna G(jw) = = - A (L)

wo

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie transformaty dwédch sygnatow:

fi(t) = Sa? (wp - t) - et
f2(t) = Sa2 (WO . t) . 6—9'w0~t

Korzystajac z twierdzenie o przesunieciu w dziedzinie czestotliwosci:

g(t) T G(w)
A0 =gt) -t L B (w) = G (w — wo))

otrzymujemy:

Fi(jw) = G (9 (w —wo)) =
_ T w— wo
T wo A(Q'wo>
F(jw) =G (g (w+w)) =

:7T‘A<W+W()>
wo 2'0.)0

Ostatecznie korzystajac z liniowosci transformacji Fouriera:

fi(t) T Fi(gw)
f2(t) L5 Fy(gw)
&)y =a-fi(t)+ 8- fo(t) T Flw) = a- Fi(jw) + 8- Fa(jw)

otrzymujemy:

(F1(w) + Fa(gw)) =

GG (5))
wo 2‘0.)0 wo 2‘&)0

Transformata Fouriera sygnatu f(t) = Sa? (w - t)-cos (wp - t) jest réwna F(jw) = 3 (l .

wo

A

w—wo
2-wo

)+ &A%
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Zadanie 10. Oblicz transformate Fouriera sygnatu f(t) = Sa? (%) - cos (wp - t) za pomoca

twierdzen, wiedzac ze transformata sygnatu A(t) jest réwna Sa? (%).

£(t) = Sa <t - t”) - cos (wo - 1) (3.52)
A 5 a2 (‘;) (3.53)
f(®)
A

_6br 4w 27

wo wo wo
o t
27 4 67
wo wo wo
to
—A

W pierwszej kolejnosci mozna funkcje f(t) rozpisaé¢ nastepujaco:

Znajac transformate sygnatu g(t) = Sa? (%) mozemy skorzysta¢ z twierdzenia o przesunieciu w

dziedzinie czestotliwodci.
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F(8) = g(t) - et Ly Fw) = G5 (w — wo))

Aby wyznaczy¢ transformate sygnalu g(t) mozemy skorzystaé z twierdzenia o symetrii. Znajac

transformate H (jw) sygnalu h(t) mozna wyznaczy¢ transformate G(jw) sygnatu g(t):

h(t) 5 H(w)
g(t) = H(t) T Gw) = 27 - h(~w)

Tak wiec zacznijmy od transformaty sygnalu tréjkatnego h(t) = A(t) i wyznaczymy transformate

funkcji Sa?.

ht) = A(H) 5 H(w) = Sa? <;’)

gi(t) = H(t) = Sa? (;) B Gy (w) = 27 - hw) = 27 - A (—w) = 27 - A (w)

WyznaczyliSmy transformate funkcji ¢g;(¢). Jednak funkcja g;(¢) nie ma takiej samej postaci jak

funkcja g(t).

T
= {k(t) = 502 (1)} =
=k(t—to)

Znajaé transformate funkcji k(¢) mozemy z latwoscia wyznaczy¢ transformate sygnalu g(t) za

pomoca twierdzenia o przesunieciu w czasie:

k(t) T K (w)

WyznaczyliSmy transformate funkcji ¢g;(¢). Jednak funkcja g;(t) nie ma takiej samej postaci jak
funkcja k(t).

k(t) = Sa? (;) =
_ Sa? (;;) _
— Sa? (; . ;) _
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=gi(a-t)

Znajac transformate funkcji g1(t) mozemy wyznaczyé transformate funkcji k(t) = gi(a - t) za

pomocy twierdzenia o zmianie skali.

K(p) = o7 Gal0%) =
1 w
:‘.Gl(%):

Tak wiec transformata sygnatu k(t) = Sa? (%) jest réwna K (jw) =7 T - A (§)
Podstawiajac do wzoru na transformate sygnatu g(t) = Sa? (t}lfo> = k(t—to) otrzymyjemy G(jw) =
K(w)-e @t =g.T A (%) Le—Iwto

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie transformaty dwoch sygnatow:

—jwo-t

-e

fm=w<T>#w
)

Korzystajac z twierdzenie o przesunieciu w dziedzinie czestotliwosci:

9(t) L+ G(w)

A1) =gt) -t D F(w) = G (w — wo))

otrzymujemy:

Fi(w) =G (w—w)) =

T (W) R
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Fy(gw) = G (9 (w +wo)) =

—x-T-A <(w +(;)0) ) T) . e—]-(w—i-wo)-to

Ostatecznie korzystajac z liniowosci transformacji Fouriera:

fi(t) T Fi(pw)
fo(t) L5 Fy(pw)

&)y =a-fi(t)+ 8- fo(t) T Flw) = a- Fi(jw) + 8- Fa(jw)

otrzymujemy:

F(p) = 5+ (Fi(3) + Fy(p) =

_ % . (W TA (W) et A (W) . e]'(w+w0)'to>

Transformata Fouriera sygnatu f(t) = Sa? (wp - t) - cos (wp - t) jest réwna

: <7r T A <W> cerwmwo)to Lo A <W> . e—J-(w+wo)-to)
2

222 24 wrzesnia 2020



Tomasz Grajek, Krzysztof Wegner Teoria Sygnaléw w zadaniach

Zadanie 11. Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) wykorzystujac twierdzenia opisujace wla-

sciwosci transformacji Fouriera. Wykorzystaj informacje o tym, ze F{II(t)} = Sa (%).

—to to

W pierwszej kolejnosci opiszmy sygnal za pomoca sygnatéw elementarnych:

£ = A+ AG) (3.54)

Wyznaczmy pochodna sygnatu f(t), czyli sygnal g(t) = % f@).

g(t)
A
to
t
—to h
_A
to
Sygnal g(t) mozna opisa¢, wykorzystujac sygnaly elementarne:
A qt-(%), A t-%
g(t) I(———) — - 1I( ) (3.55)

Tt to to to
Mozna sprawdzi¢, ze catkujac sygnal g(t) otrzymamy sygnal f(t), czyli:

F(t) = / o) du (3.56)

Skoro tak jest, to transformate sygnatu f(t) mozna wyznaczy¢ z twierdzenia o caltkowaniu sygnatu,

w tym przypadku catkowaé bedziemy sygnal g(t):

F(w) = jlw LGw) + 7 8(w) - G(0) (3.57)

Z powyzszego réwnania widaé, ze musimy znaé¢ G(jw), czyli transformate sygnatu g(t):

o) = 2 (=2 - 2o (359

Poniewaz transformacja Fouriera jest przeksztatceniem liniowym, dlatego mozna wyznaczy¢ osobno

transformaty poszczegdlnych sygnaléw prostokatnych, czyli:

9(t) = g1(t) — g2(t) (3.59)
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gdzie:
A ()
g1(t) = P II( )
0 to
A _t-%
pat) = = - T(—2)

Wyznaczmy transformte sygnatu gi(t), czyli G1(jw).
Z tresci zadania wiemy, ze: F{IL(t)} = Sa (¥).

2
toF 1 =
n()z;sa(w)
to 1 2
to
t -1
() Lotg - Sa (w2 0)
_(_t
H(t ( ))ie—Jw( 2).t0.5a<w to)
to
_(_tk p
() 2ot 50 (450)
to 2
_(_t .
4 H(M) ﬂé AL to- Sa (w t0>
to to to 2
A t— (-t ot
R o ( 42)) EiNIE R (“ 0>
to to 2
Transformata sygnatu g (t) to:
t -t
Gr(w) = Flo1()} = A- 7% . 5a (‘” . °> (3.60)
Teraz wyznaczmy transformte sygnalu ga(t), czyli Ga(jw).
1(t) ZSa <;’)
tor 1 =
m(—) L — . Sa (0)
to 1 2
to
t -t
T1(—) Loty - Sa (“’2 0)
t
H(t_ (70)) Ty emren(3) to - Sa (w tO)
to
t—% t
II( " 2) et to-Sa<w 0)
0
_ bk
4 H(t 2y 5,4 e 7 -to-Sa(w to)
to to to
A _t-%
— - TI( 2)£>A-e_“’?0 S (w t0>
to to 2
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Transformata sygnatu go(t) to

Galg) = Floa(t)) = A-e 7% - 50 (10 (3.61)

Czyli transformata sygnatu g(t) to

G(w) = Flgt)} = A- e # - Sa (” ';0) A g (“'Qtt))
Gw) = A-Sa ( ) (e — et
G(jw) = A - Sa ( ) (e — o)

7w
{sin() = <752

G(w)=A-2-7-Sa (w2to> - sin (w;o)

Mamy wyznaczona transformate G(yw). Teraz, z twierdzenia o catkowaniu sygnalu, mozemy wy-

w - 1o .
2
w - 1o .

(&

znaczyc transformate sygnatu f(t):

F(w) = -G(w) + - §(w) - G(0) (3.62)

I
—— <
3
S
I~
&

I
<SR
e

—~
8
~
——
I

I
N
N B
~+
o
n
S
/_\

W'to

:A-to-Sa(

—A-ty-Sa (“’ fo

Jag

Transformata sygnatu f(t) = A - A(%) to F(jw) = A - to - Sa*(“2)
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Zadanie 12. Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) wykorzystujac twierdzenia opisujace wla-

sciwosci transformacji Fouriera. Wykorzystaj wiedze o wlasciwosciach probkujacych delty Diraca.

f(t)

2 |

—to to

W pierwszej kolejnosci opiszmy sygnal za pomoca sygnatéw elementarnych:

t

f) = 4- M) (3.63)
Wyznaczmy pochodna sygnatu f(t), czyli sygnal g(t) = % f@).

g(t)

A

to

t
—to th
_A
to

¢
)= o) do (3.64)
—0oQ0
Skoro tak jest, to transformate sygnatu f(t) mozna wyznaczy¢ z twierdzenia o caltkowaniu sygnatu,
w tym przypadku catkowaé bedziemy sygnal g(t):
1
F(w) = T G(jw) + - d(w) - G(0) (3.65)

Pytanie, czy mozna dalej uproscic sygnal g(t) dokonujac jego rézniczkowania. Wyznaczmy po-

chodna sygnatu g(t), czyli druga pochodna sygnalu f(¢):

2
h(t) = 2 o(t) = 2 10) (3.66)
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h(t)
(£) ()
| ] |
—to to
(—=34)

Sygnal h(t) mozna opisaé, wykorzystujac sygnaly elementarne:

() = £ 80t~ (~t0) = 22 3(0) + 2 -3t — () (367

Mozna sprawdzié, ze catkujac sygnal h(t) otrzymamy sygnal ¢(t), czyli:

g(t) = /too h(zx) - dz (3.68)

Skoro tak jest, to transformate sygnatu g(¢) mozna wyznaczy¢ z twierdzenia o catkowaniu sygnatu,

w tym przypadku catkowaé bedziemy sygnal h(t):

Clw) = jlw CH(w) + 7 - 6(w) - H(0) (3.69)

Z powyzszego réwnania widaé, ze musimy znaé H (jw), czyli transformate sygnatu h(t):

B0 = 2 500~ (~t0) = 22 5(0) + 2 -3t — (0) (3.70)

Poniewaz transformacja Fouriera jest przeksztatceniem liniowym, dlatego mozna wyznaczy¢ osobno

transformaty poszczegdlnych delt Diraca, czyli:

- {2 5(t—<—to>>—2t'OA <t>+i-6<t—<to>>}:
_ {;‘;.5(t_(_t0))}_;r{2t‘0-5(t)}+]—"{2-5(t—(to))}—
— té.;{a(t_ (—to))} — Z—A-]-'{é(t)} + té - F{o(t = (o)} =

0 0 0

5(t) D1

— é —yw-(—to) 2-4 14+ A Lo Jwito
to to to
A

— 7 (prwito _ —Jw-to

= (e 2+e )
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— {cos(x) = 76””*267”} -
é (2-cos(w-ty) —2) =
to
2-A

= (cos(w - tg) — 1)

Czyli transformata sygnatu h(t) to

Hipw) = 22014 (cos(w - to) — 1) (3.71)

Mamy wyznaczong transformate H(jw). Teraz, z twierdzenia o calkowaniu sygnalu, mozemy

wyznaczyc transformate G(jw):

Glw) = jlw CH(w) 47 0(w) - H(0) =
= L2 (coswto) 1) + 7 6() - HO) =
J-w 0
H(0) = % - (cos(0-tg) — 1)
_JH(0) = % - (cos(0) — 1)
C|EO)=2%32-a-1) -
H(0)=0
= 2At - (cos(w - tg) — 1)
J-wW-1lo

Mamy wyznaczong transformate G(jw). Teraz, kolejny raz z twierdzenia o catkowaniu sygnaltu,

mozemy wyznaczy¢ transformate F'(jw):

= (cos(w-tg) = 1) + 7 §(w) - G(0) =

G(0) = ]-20714150 (cos(0-tg) — 1)
G(0) = 2!
={G0) = [Z g(t)-dt = [0 7 - dt + [ (=) - dt p =
angww—vm»—%wm—mzA—A
G(0)=0
:_L~ 2At (cos(w - tp) — 1)
Jrw J-w-to
= j22w;4t0 (cos(w - tg) — 1)
_ 24 (1 — cos(w - tg))
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2‘14 .92 w'to
:wQ.t0-<1—1+2-sm< 5 >>=

4.A ,Q(W-t())
= ———-5in 5 =

w? -ty
= {1 = Sa(a) } =
—A-tg- 5a2(w'TtO)

Transformata sygnalu f(t) = A- A(%) to F(jw) = A -to - Sa*(4)
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Zadanie 13. Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) przedstawionego na rysunku za pomoca

twierdzen.

0 te (—o0;—tp)
ft) =S A te(—toto) (3.72)
0 te (to; OO)

W pierwszej kolejnosci wyznaczamy pochodna sygnatu f(t)

0 te (—OO; —to)
gt) =f'(t) =40 te (—tyty) +A-0(t+tg)—A-5(t—to) (3.73)
0 te (to;OO)

czyli po prostu

gty =f(t)=A-6(t+ty) — A-5(t —tg) (3.74)

Wyznaczanie transformaty sygnatu g(t) zlozonego z delt diracka jest znacznie prostsze.

G(w) = /oo g(t)-e 79t qdt (3.75)

—0o0

Podstawiamy do wzoru na transformate wzér naszej funkcji

G(w) = /_Oo g(t) e - dt =

A-S(t+tg) —A-5(t—tg))-e 79 dt =

(A-8(t+to) - 77 = A3t —tg) - ) - dt =

I
N
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:/ A-é(t—l—to)-e’f“’t-dt—/ A6t —tg)-e 7t dt =
:A-/ 6(t+to)~e_]'“"t-dt—A-/ S(t —tg) -e 7Vt dt =

=8 —t0) - (0 - dt = f(to)} =
=A- e—J‘W‘(—to) AL e dwito —
= A. e]'td't() —A. e—]'w~t0 —

— A, [prwlo _ ,—ywto) —
=A- (e e =

2.9
— A.[pJwto _ ,—gwio) K Z_J _
=A (e e ) N
gwto _ g=gwto
:A.Q.].e € —
2.9

= {sin(2) = 55 | =
=A-2-7-sin(w-ty) =

=7-2-A-sin(w-ty)
Transformata sygnatu ¢(t) to G(jw) = 7-2- A - sin (w - tg)

Nastepnie mozemy wykorzystaé twierdzenie o catkowaniu aby wyznaczy¢ transformate sygnatu

f(t) na podstawie transformaty sygnatlu g(t) = f/(t)
F
g(t) = G(w)

5= [ o) -dr 5 P = L Glw) 7 5(0) - GO)

—0o0

Jrw
Podstawiajac obliczona wczesniej transformate G(jw) sygnalu g(t) otrzymujemy transformate
F(w) sygnatu f(2)

1
F(w) = E'G(jw)+7r-5(0)-G(0) =

:L'j-Q-A-Sin(w't0)+7T'6(O)-j~2-A-Sin(0-t0):

J-w
:l~2-A-sin(w-to)+7r-5(0)'j-2~A~sin(O):

w

1

w t()
o .. Swt)

w - to

—

Sa(x) = M} =

T

:2-A~t0~Sa(w-to)

Ostatecznie transformata sygnatu f(¢) jest réwna F(jw) =2 A -ty Sa (w - tp).
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Zadanie 14. Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) przedstawionego na rysunku za pomoca

twierdzen.
f(®)
A
o to

W pierwszej kolejnosci trzeba wyznaczy¢ jawna postaé¢ rownan opisujacych funkcje f(t).
W tym celu wyznaczamy réwnanie prostej na odcinku (—tg, tg)

Ogdlne réwnanie prostej to:

FO) =m-t+b (3.76)

Dla rozwazanego zakresu wartosci ¢t wykres funkcji jest prosta przechodzaca przez dwa punkty:
(—to,0) oraz (tp, A). Mozemy wiec napisaé uklad réwnan, rozwiaza¢ go i wyznaczy¢ parametry prostej

mib.

Podsumowujac, sygnal f(t) mozemy opisaé¢ jako:
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0 t e (—OO; —to)
f(t) =55 t+% te(—tosto) (3.77)
0 te (t();OO)

W pierwszej kolejnosci wyznaczamy pochodna sygnatu f(t)

0 t e (—OO;—to)

gt) =f'(t) = 7 te(—totg) —A-(t—to) (3.78)
0 t e (to; OO)
g9(t)
A
2-to
t

—to to

—A

Funkcja g(t) sklada sie z dwoch sygnaléw gi(t) i go(t)
9(t) = g1(t) + g2(2) (3.79)

0 t € (—o0; —tp)

g1(t) = § 5=t € (—to;to) (3.80)
0 t € (tg; 00)
g2(t) = —A-0(t — to) (3.81)
91(t)
A
2-tp
t
—to to
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g2(t)

to

t
—A

Wyznaczenie transformaty sygnalu ga(t) zlozonego z delty diracka jest znacznie prostsze.

[e.9]

ga(t) -e 79t dt (3.82)

Ga(gw) = /
Podstawiamy do wzoru na transformate wzér naszej funkcji

o0

ga(t) -e 7t dt =
oo

Ga(jw) = /

:fA./OO 6(t*t0)'6_3'w't~dt:
= {2 6t —t0) - f(t) - dt = f(to)} =

— —A . e—]'OJ't()

Transformata sygnatu go(t) to Go(jw) = —A - e 7«10
Funkcja g;(t) jest jeszcze zbyt zlozona tak wiec wyznaczamy pochodna raz jeszcze

0 te (—OO; —to)

/ A A
ht)=gi(t) =20 te(—toty) +z5—0(t+to)——0(t—to) (3.83)
2 -ty 2ty
0 te (to; OO)

czyli po prostu

5(t — to) (3.84)

_A
2-1p

Wyznaczanie transformaty sygnalu h(t) ztozonego z delt diracka jest znacznie prostsze.
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H(pw) = L O:O h(t) - e~ 7 . dt (3.85)

Podstawiamy do wzoru na transformate wzér naszej funkcji

H(w) = / h(t) - et dt =
= St +ty) — —— -5t —tg) ) eI dt =
/_00(2-750 (£ to) 2-1o ( O)) ‘
— . L ywt . _ Lo gwt ) —
| (55 st o) et b ) )
:/ —-5(t+t0)~e—wt-dt—/ . (t—ty) eIV dt =
002t 21
A o0 A 9]
= . Ledwt — . — Ledwt =
s st et g [ (=) et
= {2, 6(t —to) - £(1) - dt = [(t0) } =
A A
— D erw(to) _ 2 mpwito
2.1, © 21, €
= A . J'W'to_i. —Jw-to
219 2 -1
A
_ J-w-to —Jw-to —
5t (e e )
A - J
_ " . Jwito Jw-to R
5t (e e ) ;
A elwto _ p—gwio
_ eI T _p—1T
—{sm(az) on] }
A
=—-7-sin(w-ty) =
to
A
=7 —-sin(w-to)
to

Transformata sygnatu h(t) to H(jw) = - % - sin (w - to)

Nastepnie mozemy wykorzystaé twierdzenie o catkowaniu aby wyznaczy¢ transformate sygnatu

g1(t) na podstawie transformaty sygnatu h(t) = ¢ (t)
B(t) > H(jw)

a(t) = /_too hr) - dr B> Gy (w) = ——

- H(jw) + - §(w) - H(0)

7w
Podstawiajac obliczona wczeéniej transformate H(jw) sygnalu h(t) otrzymujemy transformate

G1(jw) sygnatu gi(t)

Gi(jw) = —— - H(w) + 7 8(0) - H(0) =

J-w
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1 A A
_ﬁ-]-%-szn(w-to)—l-ﬂ"(s(o)‘]'%’Sln(o'to)_
1 A A
== %-szn(w-to)+ﬁ'5(0)']'%'SW(O)—
B sin (w - to) A
=4 w -ty Fm-0(0)- to 0=
_p 5w t) g
w-to
= {Sa (x) = LZ(:C)} =
=A-Sa(w-tg)

Ostatecznie transformata sygnatu g1 (t) jest réwna G1(jw) = A - Sa (w - to).

Korzystajac z jednorodnosci transformaty Fouriera

g1(t) T Gi(w)
92(t) T Ga(w)

gty = a-gi(t) + B g2(t) T Gw) = a- Gi(w) + B - G2(w)

mozna wyznaczy¢ transformate Fouriera G(jw) funkcji g(t)

G(w) = G1(w) + G2(gw) =
=A-Sa(w-tg) —A-e7¥h =
—A. (Sa (w- to) — e*]'w'to)

Znajac transformate G(jw) i korzystajac z twierdzenia o caltkowaniu mozna wyznaczy¢ transformate
F(jw) funkcji f(t)

~
=
|
\W
=R
2
ISH
\]
s
<
£
Il
‘H
Q
()
£
+
3
<
Q
=

Flw) = jlw LG(w) + 7 -5(0) - G(0) =
_ jlw A (Sa (w-to) — e—wto) +-5(0)-A- (Sa (0-to) — e—ﬂ-o'to) =
= jAw . (Sa (w-tg) — e_]""'to) +7-6(0)-A- (Sa (0) — eo) =
- Jf‘lw (Salw ty) — e ) 47 5(0) - A (1-1) =
= jAw . (Sa (w-ty) —e ]'“'to) +7-6(0)-A-0=
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= jAw : (Sa (w-tg) — efj'“"to) +0=
= jAw : (Sa (w-tg) — e_]"‘"t“)

Ostatecznie transformata sygnatu f(t) jest réwna F(jw) = J% < (Sa(w-tg) — e v to).
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Zadanie 15. Oblicz transformate Fouriera sygnalu f(t) przedstawionego na rysunku za pomoca

twierdzen.

f@)
A

_to

W pierwszej kolejnosci trzeba wyznaczy¢ jawna postaé¢ rownan opisujacych funkcje f(t).
W tym celu wyznaczamy réwnanie prostej na odcinku (—tg, tg)

Ogodlne réwnanie prostej to:

F&)=m-t+b (3.86)

Dla rozwazanego zakresu wartosci ¢t wykres funkcji jest prosta przechodzaca przez dwa punkty:
(—tg, A) oraz (tp,—A). Mozemy wiec napisaé¢ uklad réwnan, rozwiaza¢ go i wyznaczy¢ parametry

prostej m i b.

A=m-(—tg)+0b
A=m. t0—|—b
A=—-m-tg+b

=m: t0—|—b

A—A=—-m-tg+b+m-tog+b

&
&
o
{0
=
=
o
Uit

=m-tg+b
=2-b
A=m-tg+b
0=0b
A=m-tg+b
0=b
A=m-tg+0

0

h>
| |

0

“\b ||
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Réwnianie prostej dla t z zakresu (—to, t) to:

A
flt)=——-t
0
Podsumowujac, sygnal f(t) mozemy opisa¢ jako:
0 t e (—OO; —to)
f(t): —%'t te(—to;to)
0 t e (t(); OO)

W pierwszej kolejnosci wyznaczamy pochodna sygnatu f(t)

0 t € (—o0; —to)
gt =f(t) =S -4 te(—tyty) +AS(t+t)+ A 5(t—ty)

0 t € (to; 00)

g(t)

A

A
to

Funkcja ¢g(t) sktada sie z dwéch sygnaléw g1 (t) i go(t)
9(t) = g1(t) + g2(t)

0 t € (—o0; —tp)
g(t) = —% t € (—to;to)

0 te (to;OO)
ga(t) = A-6(t+to) + A-6(t —to)

g1(t)

—to to

S

239

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)
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g2(t)

| ] t

—to to

Wyznaczenie transformaty sygnatu go(t) zlozonego z delt diracka jest znacznie prostsze.

o) = /_ O:O o) - e - dt (3.92)

Podstawiamy do wzoru na transformate wzor naszej funkcji

Galw) = [ gult)- 7" dt =
—/ (A-6(t+tg) +A-5(t—tg))-e 7V dt =
_A/ 5(t +to) +8(t — to)) - eIt dt =
=A- (/ §(t+tg) - e 7t dt+/oo 5(t —tg) - e It dt) =

= {72, 0t —to) - £()-dt = f(to) } =
_ AL () 4 gmeto)
J-w-to +6—jwt0> _

A (e
(eJWt°+e_J“t0> -%:
A

eJWt0+€_th0

I
b

2
{COS () = 76”436_”} =

=2-A-cos(w-tpy)

Transformata sygnatu ga2(t) to Ga(jw) =2- A - cos (w - to)

Funkcja gi(t) jest jeszcze zbyt zlozona tak wiec wyznaczamy pochodna raz jeszcze

0 te (—OO; —to)

A A
ht)=gi(t) =20 te(—tyt) -— %5@ +to) + gé(t — t0) (3.93)
0 te (to; OO)
czyli po prostu
A A
h(t) = 91(8) = —-0(t + to) + -3(¢ — to) (3.94)
0 0
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. T
t
A
)

Wyznaczanie transformaty sygnatu h(t) zltozonego z delt diracka jest znacznie prostsze.

H(w) = /_ O:o h(t) - =7 - dt (3.95)

Podstawiamy do wzoru na transformate wzor naszej funkcji

() = [ hit)
e
-

ceTTt Lt =
A ot

Ot +1to) + - 0(t —to) | - 77" -t =
0

A
31+ to) - T + 2 5(t — 1) e_]'w't> Cdt =

0

_—/ f&(t+to) ‘3"‘"t~dt+/ é-é(t—t0)~e_7’“"t~dt:

—oo U0

—oo U0

o0 oo
_ A4 / S(t+tg) - e 79t dt + ? / S(t—tg)-e IVt dt =
0 —00

0 —00

= {22, 6t —to) - () - dt = f(to) } =

= _4 cedw(=to) 4 2 4 e Iwito —
to to

I PR S
tO to

— _é . (ej'LU'to _ e—j~w~t0> _
to

— _é . (ej'w‘to _ e*j-w-to) X Q _
to 2.9
2. A ej'w‘to — e Jwilo

2-A

e
-]
= {sm( = em_e }

=2 g sin(w-t) =

to

2-A
:—j-t—-sm(w'tg)

0

Transformata sygnatu h(t) to H(jw) = —7 - % - sin (w - tg)

Nastepnie mozemy wykorzystaé twierdzenie o catkowaniu aby wyznaczy¢ transformate sygnatu

g1(t) na podstawie transformaty sygnalu h(t) = ¢ (t)

h(t) 5 H(w)
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) = /_too hr) - dr L Gi(w) = 1 H(jw) + 7 8(w) - H(0)

7w
Podstawiajac obliczona wczeéniej transformate H(jw) sygnalu h(t) otrzymujemy transformate

G1(jw) sygnatu gi(t)

1
Ga(p) =+ Higo) + 7+8(0) - H(O) =
1 2-A4 ‘
:N-(—j- T -sm(w-to))—i-w-é(w) (—] -sm(O-to)>:
. A
_ 1.z A-Sin(w-to)—w-é(w)-]-2 sin (0) =
w to 0
— Q.A.M_W.é(w).j.L.OZ
w-to to
_ 9. 4. 8mwite)
W'to
= {Sa(x) = #m0)} =
=-2-A-Sa(w-ty)
Ostatecznie transformata sygnatu gi(¢) jest réwna Gi(jw) = —2- A - Sa (w - to).

Korzystajac z jednorodnosci transformaty Fouriera

g1(t) T G1(w)
92(t) T Ga(w)

g(t) = a-gi(t) + B g2(t) T G(w) = - G1(w) + B - Ga(jw)

mozna wyznaczy¢ transformate Fouriera G(jw) funkceji g(t)

Gw) = G1(jw) + Ga(w) =
=-2-A-Sa(w-t))+2-A-cos(w-tg) =
=-2-A-(Sa(w-ty) — cos(w-ty))

Znajac transformate G(jw) i korzystajac z twierdzenia o caltkowaniu mozna wyznaczy¢ transformate
F(jw) funkcji f(t)

g(t) = G(yw)
10 = [ o) dr 5 () = =Gl + 7 6(0) - GO
Podstawiajac otrzymujemy
Plw) = jlw Gw) + - 5(w) - G(0) =
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_ ]_1w-(—2-A-(Sa(w-t0)—cos(w-to)))+7r-6(w)-(—2~A-(Sa(0-t0)—cos(0~to)))—
:—ijf-(sa(w.to)—cos(w-to))—w-a(w)-z-A-(sa(O)—cos(O)):
:—ij-(Sa(w-to)—cos(w-to))—7r-5(w)-2-A-(1—1) -
:—if-(Sa(w.to)—cos(w-to))—w-a(w).z-A-oz
:-?f-(sa(w-to)—cos(w-to))—oz
- —if (Sa(w - to) — cos (w - to))

Ostatecznie transformata sygnatu f(t) jest réwna F(jw) = =24 - (Sa (w - t) — cos (w - to)).
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Zadanie 16.
Oblicz transformate Fouriera sygnatu f(t) = sgn(t) wykorzystujac twierdzenia opisujace wlasci-

wosci transformacji Fouriera.

Opiszmy sygnat za pomoca skokéw jednostkowych.

£(t) = sgn(t) =
= 1(t) ~ 1(~1) =

= f1(t) = fa(t)

gdzie:

Transformaty sygnatu fi(¢t) = 1(¢) nie mozna wyznaczy¢ wprost ze wzoru. Ale latwo mozna

wyznaczy¢ pochodnia fi(t):

244 24 wrzesnia 2020



Tomasz Grajek, Krzysztof Wegner Teoria Sygnaléw w zadaniach

Dla sygnatu ¢(t) = 6(¢) w bardzo tatwy sposéb mozna wyznaczy¢ transformate Fouriera.

Gw) = [ glt) et =

— [ 8(t) et =

Transformata Fouriera sygnalu g(t) = §(¢) jest G(yw) = 1.

Korzystajac z twierdzenia o calkowaniu mozna wyznaczy¢ transformate funkeji fy(¢):

g(t) T G(w)

A :/toog(T) cdr By () = jiu.c(jw)+w-5(w)-e(0)
Fi() = —— - Gl) + 7 6() - G(0) =
1
:ﬁd—i-w-é(w)-l:
1
=ﬁ+7r5(w)

A wiec transformata skoku jednostkowego jest Fj(jw) = J% + - d(w).

Funkcje fo(t) mozna zapisaé jako:

—1(-11) =
= fi(=1-1)

A wiec transformate funkcji fo(t) mozna wyznaczy¢ z twierdzenia o zmianie skali
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Transformata funkcji fo(t) jest réwna Fy(jw) = —j.% +7-0(w).

Transformate funkcji f(t) mozemy wyznaczy¢ z twierdzenia o jednorodnosci

F1(jw)
Fy(yw)
F(w) = a- Fi(jw) + B - F2(jw)

f2(t)
f)=a- fi(t) + B fa(t)

I s

= () = (s d(w)) =
1 1

—ﬁ‘i‘ﬂ-é(w)—l-ﬁ—ﬂ d(w) =

_ 2

- =

246 24 wrzesnia 2020



Tomasz Grajek, Krzysztof Wegner Teoria Sygnaléw w zadaniach

Zadanie 17. Oblicz transformate Fouriera sygnatu f(¢) podanego ponizej za pomoca twierdzen,

. . . . 2
wiedzgc ze transformata sygnatu A(t) jest réwna Sa” ().

0 dla t € (—oo;—1)

(t+ 1) dlat e

(

(=1;0)
—(t—-1)?2 dlate(0;1)

(

(3.96)

0 dla t € (1;00)

A®) 5 a2 (“’) (3.97)

(=2)

Sygnal ¢g(t) mozna opisaé¢, wykorzystujac sygnaly elementarne:

g(t) =2 A(t) —2-6(t) (3.98)

Mozna sprawdzié, ze catkujac sygnal g(t) otrzymamy sygnal f(t), czyli:
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F(t) = / o) da (3.99)

—00
Skoro tak jest, to transformate sygnatu f(t) mozna wyznaczy¢ z twierdzenia o calkowaniu sygnatu,

w tym przypadku catkowaé bedziemy sygnal g(t):

Flw) = jlw L G(w) + 7 8(w) - G(0) (3.100)

7 powyzszego réwnania widaé, ze musimy znaé¢ G(jw), czyli transformate sygnatu g(t).
Poniewaz transformacja Fouriera jest przeksztatceniem liniowym, dlatego mozna wyznaczy¢ osobno

transformaty poszczegdlnych sygnaléw elementarnych, czyli:

g9(t) =2 (g1(t) — g2(1)) (3.101)
gdzie:
g1(t) = A(2)
g2(t) = 6(t)

Wyznaczmy transformte sygnatu gi(t), czyli G1(jw).
Z tresci zadania wiemy, ze: F{A(t)} = Sa? (%).

Transformata sygnatu g (t) to:

C1(w) = Figi(t)} = Sa? (‘;) (3.102)

Wyznaczmy transformte sygnalu go(t), czyli Go(yw). Dla sygnalu go(t) = 6(t) w bardzo latwy

sposob mozna wyznaczy¢ transformate Fouriera.

Galw) = [ gult)- e =
= {22, 0(t —to) - () - dt = f(to) } =

= eo =

=1

Transformatg Fouriera sygnatu go(t) = §(¢) jest Go(jw) = 1.

Transformate funkcji g(t) mozemy wyznaczy¢ z twierdzenia o jednorodnosci
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gty = a-gi(t) + - g2(t) T Gow) = a- G1(w) + B - Ga(w)

g(t) =2 (g1(t) — g2(1))
Gw) =2+ (G1(w) — G2(w)) =

o (3)-)

Mamy wyznaczona transformate G(yw). Teraz, z twierdzenia o catkowaniu sygnalu, mozemy wy-

znaczyc transformate F'(jw):

F(w) = jlw -Gyw) + - 6(w) - G(0) =
_ jlwg (Sa2 (;) —1) 4 8(w) - G0) =
G(0) =2 (Sa2 (g) - 1)
_JG0)=2 (Sa?(0) — 1)
GO)=2-(1-1)
G(0) =0

Transformata funkeji f(t) jest réwna F(jw) = ]% (Sa* (%) —1).
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Zadanie 18.
Oblicz transformate Fouriera sygnatu f(t) przedstawionego na rysunku wykorzystujac twierdzenia

opisujace wlasciwosci transformacji Fouriera. Wykorzystaj informacje o tym, ze F{IL(t)} = Sa (¥).

f(t)
1
/N t
-1 1
Sygnal f(t) mozemy opisaé jako:
0 t € (—o0;—1)
J)=41-12 te(-1;1) (3.103)

0 t € (1;00)

W pierwszej kolejnosci wyznaczamy pochodna sygnatu f(t)

0 t € (—o0;—1)
gty =f't)={-2-t te(-1;1) (3.104)
0 t € (1;00)
g(t)
2
1
t
-1
)

Mozna sprawdzié, ze catkujac sygnal g(t) otrzymamy sygnal f(t), czyli:

¢
£t) = / (@) - do (3.105)

—00
Skoro tak jest, to transformate sygnatu f(t) mozna wyznaczy¢ z twierdzenia o caltkowaniu sygnatu,

w tym przypadku catkowaé bedziemy sygnal g(t):

P(w) = jlw L Gw) + 7 8(w) - G(0) (3.106)
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Pytanie, czy mozna dalej uproscic sygnal g(t) dokonujac jego rézniczkowania. Wyznaczmy po-

chodna sygnatu ¢(t), czyli druga pochodna sygnatu f(¢):

2
H(t) = gr0(t) = 0 ) (3.107

0 te(—oo;—1)

ht)=4g'(t) =9 -2 te(-1;1) +2-6(t+1)+2-56(—1) (3.108)
0 te(l;00)
h(t)
(2) (2)
t
-1 1
-2

Funkcja h(t) sktada sie z dwdch sygnaléow hi(t) i ha(t):

h(t) = ha(t) + ha(t) (3.109)
gdzie:
ha(t) = —2- H(%) (3.110)
ho(t) =2-6(t+1) +2-6(t — 1) (3.111)
ha(t)
-1 1
t
-2
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Wyznaczmy transformte sygnatu hy(t), czyli Hy(jw).
Z tresci zadania wiemy, ze: F{IL(t)} = Sa (¥).

Wykorzystujac twierdzenie o zmianie skali mamy:

otrzymujemy:

Transformata sygnatu hq(t) to

H(jw)=F{Hi(t)} = —4- Sa(w) (3.112)

Wyznaczenie transformaty sygnatu ho(t) zltozonego z delt Diracka jest znacznie prostsze

Ha () = /_ O:O ho(t) - €7 . dt (3.113)

o0

h2 eIt dt =
/ (2-6(t+1)+2-5(t—1)) - e 7% . dt =
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:2-/°° (Bt +1) +8(t —1)) -7t . dt —

= (/ 6(t+1)-671'w't-dt+/ 5(t—1)-e]'”'t-dt>:

2
= {2, 8(t — to) - f(1) - dt = f(to) } =
N

=2- (ej'w + 6_‘].“}) =

[\

e 2 . (e‘va + 6_‘].“}) - —- =

\]

7w —Jw
— 4. e te " —
2

= {cos (x) = 767'1"‘2@7”} =
=4 cos (w)

Transformata sygnatu ho(t) to Ha(jw) = 4 - cos (w).

Korzystajac z liniowosci transformacji Fouriera:
f
hl (t) — Hl(jw)
f
hg(t) — Hz(jw)

h(t) = a-hi(t) + 8- hao(t) LN H(w) =a- Hi(Jw) + B - Hy(jw)

mozna wyznaczy¢ transformate Fouriera H (jw) funkeji hA(t)

H(jw) = Hi(jw) + Hz(jw) =
= —4-Sa(w)+4-cos(w) =
=4 (cos(w) — Sa (w))

Mamy wyznaczong transformate H(jw). Teraz, z twierdzenia o calkowaniu sygnalu, mozemy

wyznaczyc transformate G(jw):

g(t) = too h(r)-dr = G(jw) = le -H(yw) +m-d(w) - H(0)
Gw) = le H(w) + 7 5(w) - H(O) =
H(0)=4"(cos(0) — Sa(0))
JHO) =4-0-1) B
| H@O) =40 a
H(0) =0
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‘ .

= (4 (cos (w) — Sa () + 0=

< <
Tl -
& ‘ S

= - (cos (w) — Sa (w))

Ostatecznie transformata sygnatu g(t) jest réwna G(jw) = ]_iw - (cos (w) — Sa (w)).

Mamy wyznaczong transformate G(jw). Teraz, kolejny raz z twierdzenia o catkowaniu sygnatu,

mozemy wyznaczy¢ transformate F'(jw):

oo 7w
F(jw) = jlw G(w) + 7 6(w) - G(0) =
G(0) = .]-AO - (cos (0) — Sa(0))
G(0) =
=G0 = X gt di= [ (-2 dr = (-2)- 5] 4=
GO)=(-2)-(-3)=(-2)-0
G(0) =0
1 4
= ﬁ-ﬁ~(cos(w)—5a(W))+O:
=3 -4w2 (cos (w) — Sa (w)) =
4
= R - (cos (w) — Sa (w)) =
= % - (Sa(w) — cos (w))

Ostatecznie transformata sygnatu f(t) jest réwna F(jw) = 25 - (Sa (w) — cos (w)).
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3.3 Obliczenia energii sygnalu za pomocag transformaty Fouriera.

Twierdzenie Parsevala

Zadanie 1. Oblicz energie sygnalu f(t) = Sa(wp - t), wiedzac ze transformata sygnatlu II(¢) jest

réwna Sa (%).

f(t) = Sa(wo-t) (3.114)

() % Sa (;’) (3.115)

Energie sygnatlu mozna wyznaczyc ze wzoru:

E = /_O:O |f(t)% - dt (3.116)

Podstawiajac dany sygnal f(t) do wzoru na energie otrzymujemy:

E= [P

:/_O;\sa(wo-t)y?-dt:
={ Sa( ):S”;(x)}:
-/

o0 gin? w t
- / AL el Y P
wo t

sin wo t) it —

wot

Prébujac obliczyc energie tym sposobem musimy obliczy¢ catke cykliczna. A moze jest latwiejszy
sposéb?

Sprobumy wykorzysta¢ twierdzenie Parsevala:

P=_L. /OO |F(jw)|? - dw (3.117)

27 o
W tym podejsciu musimy obliczyé transformate Fouriera sygnalu f(t), czyli F(jw).

7 tresci zadania wiemy, ze:

g(t) =1(t) > Sa (;’) (3.118)

Na podstawie twierdzenia o symetrii przeksztalcenia Fouriera:
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otrzymujemy:
U\ F
Sa (2> = 27 - 1I(—w)
Sa (;) s o - II(w)

Teraz musimy przeskalowaé Sa (%) tak, aby otrzymaé¢ Sa(wo-t). W tym celu skorzystamy z

twierdzenia o zmianie skali podstawiajac a = 2 - wp:

g(t)zf(owt)—+G(JW)=| |‘F(J

2
t\ r 1 w
Sa (2 e 27 - 11
a2 5) D oo 2w MG
F T w
S ) — — 11
ofen-t) 5 Zomiz )
Energie wyznaczymy ze wzoru Parsevala:
1 o0 9
E= 7-/ IF(w)? - dw (3.119)
27 o

Narysujmy widmo amplitudowe sygnatu f(¢), czyli |F(jw)|.

|F(jw)|

™

wo

—wo wo

0 we (—oo;—wp)
[F(w)l =4 & w e (—wo;wo)

0 we (wp;00)

Wyznaczmy tez |F(jw)|*:
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Podstawmy wyznaczone dane do wzoru Parsevala:

1 o0
E= / F(gw)* - dw =

2 Jooo

1 —wo wo T 2 0
= —- / O-dw+/ () -dw+/ 0-dw) =
2 — 00 —wp \Wo wo
1 2 jwo
:.<0+<7T> : dw+0>:
27T wo —wo
1 7 \?2 wo
=5 (cuo) : <W|_w0> -

T
T

9 'w(Q) (2 - wo)
_ T
= o

Energia sygnalu f(t) = Sa (wo - t) réwna si¢ E = -,

wo
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Zadanie 2.  Oblicz, jaka czeéé energi sygnatu f(t) = A-Sa(2-wp-t) - cos® (2-wp-t) przypada
na wartosci pulsacji |w| < 2 - wg. Wykorzystaj informacje, ze transformata sygnatu II(¢) jest réwna

50 (3).

ft)=A-Sa(2-wy-t) cos*(2-wp-1) (3.120)
1(t) % Sa (‘;) (3.121)
E”EQ'“" =? (3.122)

Sprébumy wykorzystaé¢ twierdzenie Parsevala:
- 1./00 P ()2 - dow (3.123)
2 )
W tym podejsciu musimy obliczy¢ transformate Fouriera sygnatu f(t), czyli F(jw).
Poniewaz mozemy korzysta¢ tylko ze znanych twierdzen oraz wiedzy o transformacie sygnatu I1(¢),
to sprébujmy przeksztalcié sygnal f(t) do postaci, w ktérej wprost mozemy zastosowaé twierdzenia.

Zauwazmy, ze:

f(t)=A-Sa(2-wy-t)-cos®(2-wpy-t) =
= {cos (z) = ej‘x+2€7j'w} -

27wt —25wot\ 2
=A-Sa(2-w0-t)-<e te ) -

2
4.9 (2 t) (62']'w0't)2 +92. €2~j~wo~t . 6—2-]~w0~t + (6—2~j~w0~t)2
= -Sa - wn - . —
‘ 1
€4~]~w0~t +92. €2~j~w0~t—2-]-wo-t + €—4~]~w0~t
:A-Sa(Q'wo-t)-< 1 =
4-3-wo-t 0 —4-3-.wp-t
e +2-e'+e
ZA-Sa(Z-wQ't)'< 1 =
A A A
=7 Sa(2-wy-t)-etrwot 4 B -Sa(2-wy-t) T Sa(2-wy-t) e ot =

= f1(t) + fa(t) + f3(2)

Korzystajac z liniowosci przeksztalcenia Fouriera mozemy niezaleznie obliczy¢ transformaty dla
sygnatéw f1(t), fa(t) i f3(t), a nastepnie zsumowaé te transformaty.
Zacznijmy od sygnatu fa(t):

7 tresci zadania wiemy, ze:

o(t) = T1(t) T Sa (;) (3.124)

Na podstawie twierdzenia o symetrii przeksztalcenia Fouriera:

258 24 wrzesnia 2020



Tomasz Grajek, Krzysztof Wegner Teoria Sygnaléw w zadaniach

otrzymujemy:
U\ F
Sa (2> = 27 - II(—w)

Sa (;) L o II(w)

Teraz musimy przeskalowaé Sa (%) tak, aby otrzymaé¢ Sa (2-wp-t). W tym celu skorzystamy z

twierdzenia o zmianie skali podstawiajac o = 4 - wy:

ht) L H(jw)

1 w
falt) = hla-8) = Fo(w) = 125 - H(D)
Sa (;) s on IT(w)
t\ r 1 w
sa(4 wO.Q) 5 o II<4_WO)
F ™ w
Sa(2-wy-t) = o H<4 wo)
A A7 w
fat) = 5 - Sa(2-w0-0) 5 ST (1) = Pat)

Podsumowujac, transformata sygnatu fa(t) to Fo(jw) = f%{, 11 (4%0)

Zauwazmy, ze f1(t) = & fa(t)-e?70t czyli f1(t) to zmodulowany sygnal fo(t). Stosujac twierdzenie

o modulacji:

£2(t) 5 Fa(w)
£ = fot) - &0 Lo By (w) = By (w — wo))

otrzymujemy:

hat) 5 A.'W ‘H< - )

4'0)0

4
A7 ‘H<w—4-wo>
. 4'(4}0

4
AT ‘H<w4-wo
4 - wy

) = F1(w)
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Podsumowujac, transformata sygnatu fi(t) to Fy(jw) = A= . 11 (m).

8-wo 4-wq
Podobnie zauwazmy, ze f3(t) = %-fg(t) e w0t ezyli f3(t) to zmodulowany sygnat fo(t). Stosujac
twierdzenie o modulacji:

f2(t) 5 Fa(w)

f3(t) = fo(t) -0t T By(jw) = By (w — wo))

otrzymujemy:

F A-x w
fg(t)—>4'w0 H<4'wo>
gt FLANT H<w+4 wo)
fQ(t) € - 4%«)() 4‘0.)0
1 —4-ywot F A-m <W+4-w0)
- . . w 11 = F:
f3(t) = 5 - fa(t) - e = 8w T o 3(9w)

F(w) = Fi(w) + F2(w) + F3(jw) =
A- —4. A- A- 4.
_ W‘H(w wo>+ 7T.H< w >+ W‘H<w+ w())
8'&)0 4-LUO 4'0)0 4-Ld0 8-w0 4-(«}0

Energie wyznaczymy ze wzoru Parsevala:

o /OO P ()2 - dw (3.125)

= % . -
Narysujmy widmo amplitudowe sygnatu f(t), czyli |F'(jw)|. Najpierw narysujmy oddzielnie widma

|F1(gw)|, |F2(yw)| oraz |F3(yw)|, a péniej ich sume.

[F1 ()], [Fa(gw)] 5 [F3(gw)]

=
3

iy
€
S

=
3

®
€
S

—6‘(.«)() —4‘w0 —2-&)0 2‘(.«)() 4‘(,00 4-&)0
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|F ()
Am
4-wq
Am
8-wo
w
—6-w0 —4-w0 —2-w0 2'W0 4-w0 4-w0
0 w € (—o0; —6 - wp)
g}ﬁ w e (—=6-wo;—2-wp)
|F(jw)| = f—;; w e (=2 wp;2 - wp)
é% w e (2-wp;6-wp)
0 w € (6 - wp;00)
: 2
Wyznaczmy tez |F'(jw)|”:
0 w € (—o0; —6 - wp)
2
(#2) we (=6-wp—2-w)
2 ) 2
PO = § (£2)" we (-2- w2+ w)
A-m 2
(m) w € (2-wp;6-wp)
0 w € (6-wp;00)

1 o0
E / ]F(jw)]2-dw:

mg (Lo [ GR) e [ GER) o [ (5 v [0 -
:%. <0+§Z-Zg _/Z:Odw+f62_£_/2§0dw+ ‘éj~;r§ ./Qi:odw+o> _

o (e e o+ T ) -

:% (glj-;rg .(—2-wo—(—6.w0))+‘$'z§.(z.wo—(_z.WO)HM.(6.w0_2.wO)> —
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1 A? . 72 4 +A2-7r2 4 +A2-71'2 4
64 - wp 016 w2 0" 64 w2 0

1 AZ. 72 AZ.p2 A% 2 B
’(16-w0+ 4 - wo +16-w0>_
2 4'&)0

Arn (2+1)_

8 - wo 4

_Aw (3)-
_8~(,U0 2 N

3 A% .
N 16 - wo
Energia sygnatu f(t) = A-Sa (2w -t) - cos? (2-wp - t) réwna sie £ = 31;)415’

Energie sygnatu dla pewnego zakresu pulsacji, takze mozna wyznaczy¢ z twierdzenia Parsevala,
ale zmieniajac granice w calce zgodnie z oczekiwanym zakresem pulsacji, czyli dla pulsacji |w| < 2-wp

otrzymamy wzOr:

1 2-wo 9
Bluj<2wn = %'/2 |E(Gw)|” - dw (3.126)
o

1 2-wo 9
Bojcran = 5= | | FG) - du =

A% .1
_ 4. =
32- w% (4-wo)
B A% .1
- 8-wp
Podsumowujac Ejj<w, = 8%0:
Teraz mozemy obliczy¢:
E\w\<2'w0
_9 3.127
= ( )
A2.
Eloj<2wy — 8%«12r - A . 16 - wo = 2. 66%
E 3A2m Qg 3-A2.7m 3
16-wo
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Na pulsacje z zakresu |w| < 2 - wy przypada okolo 66% energii sygnatu.

263 24 wrzesnia 2020



Tomasz Grajek, Krzysztof Wegner Teoria Sygnaléw w zadaniach

Zadanie 3.
Oblicz, jaka czeéé energi sygnatu f(t) = Sa?(wg - t) - cos (wp - t) przypada na wartoéci pulsacji

w| < wo. Wykorzystaj informacje, ze transformata sygnalu A(t) jest rowna Sa? (%).

f(t) = Sa? (wo - t) - cos (wo - t) (3.128)
A(t) 5 Sa? (;) (3.129)

E\w|<w0
—— =7 3.130
- (3.130)

Caltkowita energie sygnatlu mozna wyznaczyc z twierdzenia Parsevala:
1 °° 9
E—_—. / \F(w)f? - dw (3.131)
2 Joo

W tym celu musimy wyznaczyc transformate sygnatu f(t).
W jednym z wezesniejszych zadan obliczyliémy, ze transformata Fouriera sygnatu f(t) = Sa? (wp - t)-
cos (wo - ) jest réwna F(jw) = % - ( . A (M) + oA (m»

wo 2-wo 2-wo

Narysujmy widmo amplitudowe sygnatu f(t), czyli |F(jw)|.

[ F(gw)]
™
2-wo
| | w
—3-wo —wp wo 3-wo
[ F(gw)]
™
2.wo
, ] .
—3 - wp —w wo 3 - wp
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0 w € (—00; =3 - wp)

413 cw+ 377:) w € (—3 - wop; —wo)
|[F'(gw)| = T w € (—wo;wo)

—ﬁ w+437”0 w € (wp; 3+ wo)

0 w € (3-wp;0)

Podstawiajac do wzoru na energie catkowita, otrzymujemy:

B [T R do =

2 J_

1 —3-wo —wo
e
27 —00 —3-wo
3-wo 2 o) )
+/ -dw+/ 0 - do| =
wo 3-wo
2 2 w
9 T 3-m (3-7r> s 0
Wt A+ 2 . cw+ ~dw + : dw +
[ —3-wo (( (2]> 4'0.)(2] 4'000 4'(«}0 4'0.)(2] —wo
2

1
T or
m 9 0 3-m 3-77)2
—2. . . cdw+0
/w (( 3) " 1?2 1w “+<4-w0 ©
1
2

2

il - dw +

n 3.7 2 d +/“’0 T
4-w3 v 4-wo v —wo 12 wo

™

4 wo 4-0.10

2 wo 6 - 12 —wo 9. 72 —wo 2
Us 9 m T m w
— w-dw—i-i-/ w-dw—&-i-/ dw + cw|*0 -+
[16 w§ / 3-wo 16 - wi 3.0 16 - w3 J-3uw 4w e
3-wo 6 - w2 3-wo 9. 712 3-wo
wz'dw—iﬂg-/ w-dw+77r2~/ dw| =
16'(4)0 wo 16‘W0 wo 16'WO wo
1 72 3|70 6 - 72 2|70 9. 72 2
=— | = + - + ——— w55, + —= - (wo— (—wo)) +
27 {16-&;3 3| 4., 160wi 2|, - 16-wj “ool 4w
3 3
LRl R TS LNl S TN
16wy 3|  16wi 2| 16-w5

1 2 wd 27 - Wi 62 w9l 9. 72
= — . —_— — . —v s __3'
2 lw-wé ( 3 ( 7)) T 272 ) Tieag T (P ®

2 2 3 3 2 2 2 2
27 - w w, 6-7 9w w 9.7
) 16 - w )

4-wd 6 - wg 3 3 16 - i 2 2 16 - w3
1| 7 2 6-m 8 - wj L9 7 9w+ 2 N
T o |16-wl 3 16 - w3 2 16 - @ 0 0

N ™ 26-w3 672 8-w§+ 92 -
16-wi 3 16-wd 2 162 0
1 [26-#2 4872 1872  w?  26-m2 48 n? 18-712]_

48~w0_32-w0+16-w0+2-w0+48-w0_32-w0+16-w0

2
S
2 2-wg |24 16 8 24 16 8
S N
T 4wy |24 16 8 N
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S |- 6+08+1}
Cdew |24 24
1
_ T .60_5]
4wy |24

- [l mo
4wy |24 24 |

A
4w [24]

5

12wy

Podsumowujac, catkowita energia sygnatu f(t) = Sa? (wo - ) - cos (wp - t) to B = 3 Z;O

Energie sygnatu dla pewnego zakresu pulsacji, takze mozna wyznaczyc z twierdzenia Parsevala,
ale zmieniajac granice w calce zgodnie z oczekiwanym zakresem pulsacji, czyli dla pulsacji |w| < wo

otrzymamy wzoér:
1w
Eluj<w = 5 / |F () |? - dw (3.132)

2 J—wo

Podstawiajac dane dla naszego sygnalu otrzymamy:
wo 9
B =57 | \F(gw)\ =
_ 1 /
o
1
= — . d g
2w / (2 w()) @
1
Ll L
2m —wo

1
:% 3 WO:

(JJ:

=5 +(wo — (—wo)) =
7
3. UJ% (2 wo)
o
- 4- wo
Podsumowujac Ejj<w, = ﬁ.
Teraz mozemy obliczy¢:
E\w|<w0
— =7 3.133
= (3.133)

Podstawiajac nasze wczesniejsze wyniki otrzymujemy:

E|w|<wo _ ﬁ __T -12'0)0:9:2:60%
FE 13'“ 4-wg H-7 20 10
w0

Na pulsacje z zakresu |w| < wp przypada 60% energi sygnatu.
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Rozdziat 4

Transmisja sygnaléw przez uktady

liniowe o stalych parametrach (LTT)

4.1 Obliczanie splotu ze wzoru
Zadanie 1. Oblicz splot sygnatéw f(t) = A-1I (%) ih(t)=1(t) et

f(®) h(t
1

~—

A

Wz6r na slot sygnalow
yt)= [ 5@ bt =) -dr (41)

Wzory sygnatéw pod catka

fr=a-1(7)

h(t—7)=1(t) - e (7

0 7€ (—00;0)
f(r)=4A 7€(0;T)

0 7€(T;00)
e~ =) e (—oo;t)
h(t—71) =
( ) {0 T € (t;00)
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Wykresy obu funkcji w dziedzinie 7 dla réznych wartoéci ¢:
f(T)’ h(t - T)

A

T

t
(=) (+]
Po wymnozeniu obu funkcji, dla przyktadowych wartosci ¢, otrzymujemy (ciagla, czerwona linia):
f(r) - h(t =)

A

T

T

t
(=Je(+)

Z wykresu wida¢, ze dla réznych wartosci ¢ otrzymujemy rézny ksztalt funkeji podcatkowej f(7) -
h(t — 7). W zwiazku z tym, wyznaczymy splot oddzielnie dla posczegélnych przedzialéw wartosci ¢

Przedzial 1 Dla wartosci ¢ spelniajacych warunek ¢ < 0 otrzymujemy:
f(7) - h(t—7)

A

T

t
S

Przedzial 2 Dla wartosci ¢ spelniajacych warunki t > 01 ¢t < T otrzymujemy
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T

T

t
S

0 T € (—00;0)

0 T € (t;00)

Wartosé splotu y(t) wyznaczamy ze wzoru:

o) = [~ 5o hie—7)-dr =

0 t 00
:/ O-dT—I-/ (A-e_a'(t_7)>-d7'—|—/ 0-dr =
—00 0 t

=0—|-A-/Ot(ea't‘e“'7)-d7'+0=

t
=A-e . / (e*T) - dr
0

:A.efa-t%.ea-qg -

_ g-e_at- (vt — e0) =

_ % et (et —1) =

_ g (et et 1 emet)
_ % (ewiat - ea)

_ g (L —emot) =

_ g (1-e)

Przedzial 3 Dla wartosci ¢ spelniajacych warunki ¢t > T' otrzymujemy
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t
S

0 T € (—00;0)
fr)-ht=71)=JA-e7 =7 7€ (0;T)

0 T € (T;00)

Wartosé splotu y(t) wyznaczamy ze wzoru:

v® = [ )bt —7)-dr =

0 T [e's)
:/ 0-d¢+/ A-e_“'(t_T) -dT—i—/ 0-dr =
T

_0+A/ et ‘”) dr+0=

ot /

—at

@\:u@m S

.e CLT|0_

?eﬂ )~
ot (o)

Podsumowujac:

t € (—o0;0)
) (1 . e—a-t) te (O’T)
et <€a~T — 1) te (T, OO)

<
—~

=

|
—
8

Kﬁ

~~

\]

N—

>

>

|

Ny

Q.

\]

|

ol o 9
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Zadanie 2. Oblicz splot sygnaléw f(t) =11 (%) i g(t) = A (%)

T
f(t) g(t)
1 1
t t
_T T -T T
2 2
Wzér na slot sygnatéow
h(t)= | f(r)-g(t—7)-dr (4.2)
Wzory sygnatéw pod catka
.
—1( =
s =1 (7)

0 7'6(—00,—%)
fo) =44 re(-5:1)
0 TE(%;OO)
0 TE (—o0;t—T);
B %‘T—% TE(t—T;t)
glt=7)=9y" -
—F T — =g~ TE(it+T)
0 TE([t+T;00);
Wykresy obu funkcji dla réznych wartosci ¢
f(T)7g(t_T)
1
-
_T| T
2| 2

t—T t t+T

S

Po wymnozeniu obu funkcji dla przyktadowych wartosci ¢ otrzymujemy
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f(r)-g(t—7)

. ;
_T

2
t—T t t+T

(=]

v

Jak widaé¢ dla réznych wartosci ¢ otrzymujemy rézny ksztalt funkcji podcatkowej f(7) - g(t — 7).

Przedzial 1

T

2
t—T t t+7T

(=]

v

7 . . . T
Dla wartosci ¢ spetniajacych warunek ¢t +7T < —5

T
t+T < ——
+ 2
T
t< ——-T
< 2
3
t<—=-T
< 2

w wyniku mnozenia otrzymyjemy 0 a wiec wartos¢ splotu jest takze réwna 0

h(t):/OO0~dT

—0o0

Przedzial 2
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L :

T

2
t—T t t+T

(=]

[N

Dla wartoéci ¢ spelniajacych warunki ¢t +7T > —% it< —%

T T

PAT > = A t<—=
=Ty =73
T T

t>-2 T A t<-—=

2 2

3 T
t>-2.T A t<—=

2 73

a wigc t € <—% =T —%)

w wyniku mnozenia otrzymujemy prostg zdefiniowana na odcinku t € (—%, t+ T).

0 TE(—OO;—%)
fr) gt =) =0-t.r— =T re(-Lit+7)
0 T € (t+T;00)

wartos¢ splotu wyznaczamy z ze wzoru

mo) = [~ ) gle—r)-dr =

z t+T 1 —t—T 00
:/2 0~dT+/ (—'7'— )-dT—I— 0-dr =
o -z T T t+T

t+T1 H'Tt—{—T
=0 [, g [ o=
2

1 t+T t+T t+T
=7 | TdT—I—iT '/,z dr =
2 2
1 /1 T+ T
== (2 T)g R

e
. (M)z_ <_§)2) P (e (1)) =

1 T2\ t+T T
:—-<t2+2-t-T+T2—>+;-<t+T+2)=
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1/, 3 ..\ t+T 3
- (vt )+ (2T =
o (P2 ) e S (1 7)

1/, 3., 1 [, 3 3 2)
———— (2ro.t.Tx+Z2.T — (2Tt 2T =
R R e aramss
1/, 3, 2 /[, 5 3 2)
- . 2. 4. T+ 2.7 . ST+ 2.72) =
o7 <t—|— T+ >+2_T (t+2t +5
1 2 3 2 1 2 2
- (2o t.T_2.T = . (2. 4T .T?) =
2-T(t ¢ : )+2'T(t+5t +3 )
1 2 3 2 2 2)
= (=2t T T2+ 24245t T+3-T?) =
5. T ( 1 + +5 +3

1 2 1 2>
5. T ( + +
1, 1 19
- 2 3t T4 T =
2.-T +2‘T +2-T 4
1, 3 9
= 24t T
2.-T +2 +8
Przedzial 3
f(r)-g(t—71)
1
/ .
_T T
7| 2
— t

t+7T

t—T
(=Jbe(+)

Dla wartosci ¢ spetniajacych warunki ¢t > —% it< %

awi@ct6<—%-T,%-T>
T

w wyniku mnozenia otrzymujemy dwie proste zdefiniowang na odcinkach ¢ € (—— t) oraz t €

;
()

0 TE(—OO;—%)
B B %-T—% TG(—%;t)
o= T e ()
0 TE(%;OO)

wartos¢ splotu wyznaczamy z ze wzoru
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_T t T
2 1 t—T 2 1 —t =T o0
:/OOO-dT+/:2F(T-T—T >-d7’+/t <—T-T— T )-cl7'+/g 0-dr =
t o1 - /01 T —t—T
—O+/_TT'T'dT—/_:2FT~dT+/t (—T'T>'d7'—/t T ~dr +0=
T

T )z T T ;
:;.;.th_g_t—TT.Tt_T_;.;.;?t;}iﬂg:
st (- C8)) 5 - () oty (B ) 57 () -
st (1) - () - ()T ()
:le-(t2+i-T2>—2211 (t—1T) <t+§>—21T-<i-T2—t2>+22T (t+1T) (Z—t
:2.1T-<t2+i-T2>—2'2T-(t2+;t T—t-T—% T2>—2.1T-<i-T2 t2)+
+22T-(;-t-T—2+;-T2—t-T>:
:2'1T~(tQ—s—le-TQ)+2.1T-(—2-t2—t-T+2-t-T+T2)+2'1T-(—le-T2+t2>+

+ﬁ-(t-T—2-t2+T2—2-t-T):

1 1 1
:-<t2+4-T2—2-t2—t~T+2~t-T+T2—4-T2+t2+t-T—2-t2+T2—2-t-T>

Przedzial 4

f(r)-g(t—7)

T

2
t—T t t4+T

(=]

. .. . T - T
Dla wartosci ¢ spelniajacych warunki ¢t =T > —5 it -T < 5

[N
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T T

t—T>-—= A t—T < =

= 2 <3

T T
t>—-=4+T A t<=+T

2 2

1 3
t>=.T A t<Z.T

=2 <3

awi@ct€<%-T,%-T)
T

w wyniku mnozenia otrzymujemy prosta zdefiniowana na odcinku ¢ € (t - 1T, j).

0 TE (=005t —T)
[@)-glt=m) = F-r-F re(t-T:7)
o el

wartos¢ splotu wyznaczamy z ze wzoru

ne) = [ 5 glt =) dr =
t—T

T
2 (1 t—1T o0

3 T t-T
2 2 —
:0+/ f’raclT-T'dT—/ —— - d74+0=
t—T - T
1 I t—1T z
= =" T-dT — —— dr =
T /th T t—T
11 T =T 3
T T, T TherT
11 T\2 s\ t-T (T
—— — (=) —t-T|-——-(=-0t-T)) =
() -emmr) -5 (5-e-n)
1 1 t—T (T
=— (=717 2 _ 9.t TH+T?))-"—— (= —t+T) =
2.T (4 <t b )> T (2 t+>
1 1 1 3
=— . (Z.1?—¢ 2~t-T—T2>—~ t—T~<-T—t>:
2-T (4 * T ( ) 2
1 3 2 3 3
= (ST P42t T) - - (= t-T—t*-=.7T? t-T>:
2.T < 4 + ) 2.-T (2 2 +
1 3 1 6 6
= (-1 4+2.¢ T)-(-t-T2-t2-T2 2-t-T>:
2.T < 4 * 2.7 \2 2 *
1 3 6 6
= (2T 2y o . Tt T2 24 2.T2_9. .T>:
5T < n 2t 5t T+2: 04 t
1 9
=— . (=.1°-3.t.T tz):
2-T (4 +
1 9 1 1
= . Z.T?2 3.t TH—— 2=
2.7 4 77 S tor
9 3 1
8 2 't
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Przedzial 5

2ol
Sl

t—T t t+T

S

s . . . T
Dla wartosci ¢ spetniajacych warunek ¢t —T' > 5.

T

t—T > —

-2

T

t>—+4+T

_2—|-
t2§-T

2

awigct6<%-T,oo)

w wyniku mnozenia otrzymujemy sygnal zerowy

f(r)-gt=7)=0

a wiec wartos¢ splotu wyznaczona ze wzoru

ho) = [ £()glt =) dr =

:/ 0-dr =
=0

Podsumowanie Zbieraja¢ wyniki, wynik splotu wyrazony jest jako funkcja o pieciu przedziatach

ne) = [~ 5 glt =) dr =
0

TE(—OO,—%~T),
243487 re(-3-15-3-7);
—{—L.243.7 re(-5-T:3-7);
§T-3 bt re(303-T);
0 TE(%-T;OO);
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4.2 Filtry

Zadanie 1.

Na uklad LTI o transmitancji podanej ponizej, podano sygnal u(t) = A - Sa (3 -wp -t). Wyznacz
odpowied ukltadu y(t) wiedzac, ze TI(t) 2> Sa (4).

H(jw)
1

—wp wo

Wiemy, ze odpowiedz ukladu LTI mozna obliczyé¢ z zaleznosci y(t) = u(t) * h(t), gdzie h(t) jest
odpowiedzig impulsowa uktadu. Wiemy takze, ze transformate odpowiedzi uktadu mozna wyznaczy¢
ze wzoru Y (yw) = U(yw) - H(jw).

Poniewaz wyznaczenie splotu liniowego sygnaléw jest bardziej skomplikowane niz operacja mno-
zenia, dlatego sprobujemy skorzystaé z tej drugie zaleznosci, czyli mnozenia transformat. W tym celu

musimy wyznaczy¢ transformate sygnatu wejsciowego u(t), czyli U (jw).

Transformata sygnatu wejsciowego u(t) to U(jw) = A% .11 ( - )

~ 3wo 6-wo
Transformate sygnatu wyjsciowego, czyli Y (jw) = U(yw) - H(jw) wyznaczymy graficznie, W tym
celu na wykresie transmitancji H (jw) dodamy transformate U (yw):

H(jyw), U(yw)

A
3-wo

-3 wo —Ww wo 3- wo

Teraz dokonujmy operacji mnozenia transformat U (yw) przez H (jw)
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=
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@
€
S

-3 w2 wy—wo wWo 2-wp 3wy

Opiszmy transformate Y (jw) uzywajac sygnaléw elementarnych

A-m w—2- wp A7 w+2-w
Y = <11 -1 4.3
) = 370 < 2 wo )+3-wO ( 2w ) (4.3)

Skoro zanmy transformate sygnalu wyjsciowego, to sprébujmy wyznaczyé¢ sygnal wyjsciowy w

dziedzinie czasu wykorzystujac wczesniejsze obliczenia. Transformata Y (jw) to suma dwéch przeska-
lowanych prostokatow, przesunietych na osi pulsacji. W takim razie mozna wnioskowaé, ze sygnal w

dziedzinie czasiu to bedzie suma dwéch zmodulowanych i przeskalowanych funkcji Sa(t).

1(t) £ Sa (“;)

AT ‘H(w+2-w0>
3-wo 2 - wp

2 L

—9.
plr2wot) Sa(wp - t) LN I <w0)
wo 2-wo
1I

A A w—2 w

A G200t . ga(wn ) ( 0>

3 ¢ a(wo )—>3 wo 2-w0
A awn). A w—(—=2-wp)
2 e (=2wo)t) L -H<0>
3¢ Sa(wy t)_>3-w0 > oo
A A w42 w
A (=201 N .H<0>
3¢ Sa(wy t)—_>3-w0 2o

Podsumowujac sygnal wyjsciowy y(t):

y(t) = g . e(]'2'w0't) . Sa(wo . t) +
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S

- Sa(wp - t) - (6(3'2'w0-t) 4 6(]-(72-w0)-t)) _

_erTyerT |
(JC) — %} =

-Sa(wy - t) - cos(2-wy-t))

Il
N —
8
a®

~— w
I

)
ol

Odpowiedz ukladu to y(t -Sa(wp - t) - cos (2 - wp - t).
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Zadanie 2.

Wyznacz odpowiedZ implusowa h(t) ukladu LTI, wiedzac, ze sygnaly u(t) oraz y(t) wygladaja jak

na ponizszych wykresach. Wykorzystaj informacje o transformatach sygnaléw: II(t) 7 Sa (%) oraz
At) L Sa2 (2).

u(t) y(t)

A

_to —to to

Wiemy, ze transformate odpowiedzi ukladu mozna wyznaczyé ze wzoru Y (jw) = U(yw) - H(jw)

oraz ze h(t) Z, H(yw). W zwiazku z tym H(jw) = }U/Eﬁi oraz h(t) Ea H(jyw).

Aby wyznaczy¢ transmitancje H(jw) trzeba obliczyé¢ sygnaléw u(t) oraz y(t):

t to
u(t):A-H<+2> y(t):A-tO-A(t)
to to
u(t) 5 U(w) y(t) LY (w)
() 5 Sa (‘;) A) D> Sa? (;’)
1 F w -ty 1 F 2<w-t0)
. . Al = .
(L) 20 (250) (2:0) 2ot (£
t+ 4 . ¢
H<+2>f—>t0.5’a(w t0> oIS A -t A(t)iA £ Sa2<w to)
to 2 to 2

t to -t t
A-H( + 2) £>A-to-5a<w20>-e]“'§

Skoro zanmy transformaty sygnaléw wejsciowego i wyjsciowego, to mozemy wyznaczyc transmi-
tancje uktadu, czyli H(jw).

A-t3- Sa? (%)

= T
A-tg-Sa (tho) eI
. Sy (w'Qt[)) _e_jlw‘%o

Teraz mozemy wyznacz¢ odpowiedZ implusowa ukladu h(t):

h(t) L H(w)
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